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Resumen

El modelado de efectos computacionales mediante teorias matematicas es un ins-
trumento fundamental para facilitar el razonamiento sobre programas y poder ga-
rantizar su correctitud. Uno de estos modelos es el basado en la teoria de efectos
algebraicos, que representa los efectos mediante operaciones de una teoria algebrai-
ca que captura su comportamiento.

Para incorporar este modelo al disefio de lenguajes de programacién se intro-
ducen los sistemas de efectos, que extienden los sistemas de tipos con informacién
acerca de los efectos que pueden ser causados por un programa. Sin embargo, las
implementaciones de estos sistemas suelen ser muy complejas, perdiendo en gran
medida la claridad conceptual provista por los fundamentos tedricos.

En esta tesina se describe un sistema de efectos implementable para un célculo
basico con efectos algebraicos y handlers, usando una nueva variacién del tipado bi-
direccional para preservar la claridad y la estrecha relacién con la teoria matemética
subyacente. Este sistema se prueba seguro respecto a la semantica operacional y se
lo implementa en Haskell, mostrando tanto la simplicidad de su formulacién como
su gran poder expresivo.
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Capitulo 1

Introduccion

La buisqueda de instrumentos que garanticen la confiabilidad y estabilidad de
los sistemas informdticos se ha convertido en una tarea de vital importancia. Una
manera de afrontar este desafio se basa en aprovechar teorias matematicas rigurosas
para describir e intentar controlar estos sistemas.

Para alcanzar estos objetivos, se introduce la idea de abstraer los programas me-
diante funciones matematicas. Esta visién se conoce usualmente como el paradigma
de programacion funcional pura y se caracteriza por considerar a las funciones co-
mo simples asociaciones de valores de un dominio a valores de un co-dominio, los
cuales se especifican en su tipo. Esto implica que el resultado de la aplicaciéon de una
funcién solo depende de su entrada, siendo determinista sobre esta. En contraste, el
resultado de un programa impuro puede depender de sus interacciones con el entorno
en el que se ejecuta. Concretamente, este podria leer un archivo, pedir entrada por te-
clado, imprimir un resultado por pantalla o generar un error inesperado, sin que esto
se refleje en su tipo. Todos estos comportamientos son ejemplos de efectos compu-
tacionales, que se pueden describir como las consecuencias laterales del computo del
valor resultado de un programa.

Restringiendo estos efectos, el paradigma funcional busca simplificar el razona-
miento sobre los programas. Sin embargo, para que un sistema de computo sea de
alguna utilidad, este debe contar con un mecanismo que le permita interactuar con
su entorno. De lo contrario, parafraseando a Simon Peyton Jones, un programa es
una caja negra, de la cual al ejecutarse solo se sabe que su temperatura aumenta. Por
esto es que se busca dar un fundamento tedrico a los efectos computacionales que
los incorpore a la formalizacién de los programas. No hacerlo puede dar origen a
errores costosos que, ademas de perjudicar la funcionalidad de un sistema, pueden
comprometer su seguridad.

En consecuencia, el estudio de modelos matematicos para efectos computacio-
nales, como los mencionados, es un drea central del campo de la teoria de lenguajes
de programacion. Estos no solo proveen un fundamento sélido sobre el cual razonar
sobre programas con efectos, o impuros, sino que también pueden ser aplicados para
el disefio de lenguajes de programacion.
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Uno de estos modelos de efectos computacionales fue introducido por Moggi en
su trabajo fundacional [20], en el que propone modelar computaciones encapsulando-
las en ménadas, que proveen la estructura necesaria para componer computaciones
con efectos. Usando esto, se expande la expresividad de las funciones: lo que antes
era una funcién que tomaba valores de A y devolvia valores de B, es decir, del tipo
A — B, ahora se representa en lenguajes call-by-value con el tipo A — T B, donde
la ménada T captura los efectos de esta computacion.

En base a este concepto, originado en teoria de categorias, Moggi consigue pro-
veer una semdntica denotacional para programas impuros. Adicionalmente, estas
ideas fueron llevadas a la practica del disefio de lenguajes de programacién por Wad-
ler, que mostré su utilidad para expresar efectos laterales en lenguajes funcionales
(32].

Efectos algebraicos

El enfoque monddico, sin embargo, deja de lado la semdntica operacional de los
programas con efectos. Como respuesta, Plotkin y Power proponen un nuevo aborda-
je para el modelado de computaciones, en el que se pone el foco en las operaciones
que dan origen a los efectos computacionales [25[]. Estas forman una signatura o
firma, desde la cual se construyen los términos del lenguaje.

Las operaciones se presentan junto a un conjunto de ecuaciones que describen
su comportamiento, resultando en un dlgebra de programas que provee su semanti-
ca. Plotkin y Power muestran, adicionalmente, que estas teorias ecuacionales sobre
las signaturas determinan las mismas ménadas que se utilizaban para modelar estos
efectos, consiguiendo relacionar de manera tedrica ambos enfoques [26]].

Esta nueva teoria, sin embargo, no es suficiente para modelar el comportamiento
de ciertas operaciones, como el manejo de excepciones. Para poder hacerlo, Plotkin
y Pretnar la expanden introduciendo el concepto de handlers de efectos [24], que
permiten manejar las operaciones de manera andloga a como los handlers de excep-
ciones tradicionales manejan estas dltimas. Haciendo esto, los handlers son destruc-
tores de efectos, que dan interpretaciones concretas a las operaciones de una teoria
algebraica. En consecuencia, esta nueva construccién constituye una abstracciéon que
le permite al programador separar la interfaz de un efecto de su implementacion.

Hasta este punto, el desarrollo mostrado de la teoria de efectos algebraicos se
focalizé en el objetivo de describir matematicamente programas con efectos. Para
poder utilizar estas ideas para controlar los efectos causados por un programa escrito
en un lenguaje dado, se debe embeber esta teoria en el sistema de tipos de este dltimo.
Esto implica que los tipos, ademds de describir la coleccién de valores en los que
puede resultar una computacion, tienen que llevar informacion sobre qué operaciones
pueden ser invocadas al ejecutarse esta.

Agregar esta informacién a los tipos permite garantizar estiticamente que nin-
guna operacion serd invocada de manera inesperada en tiempo de ejecucion. Esto,
ademas de ser util para que los usuarios tengan un mejor entendimiento de sus pro-



gramas y les sea mds facil encontrar errores en estos, puede ser usado por compila-
dores para optimizar y paralelizar programas de forma segura [[14]].

De esta manera surgen los llamados sistemas de tipos y efectos, o sistemas de
efectos para abreviar. Para que estos tengan alguna utilidad, se espera que sean pre-
cisos respecto a la informacién de tipos. Esto implica que el sistema no requiera
agregar operaciones al tipo de un término cuando estas no son necesarias. Si bien
esto se puede expresar de manera sencilla en un sistema de tipos declarativo, el cual
no determina el mecanismo por el que se chequean los tipos, las implementaciones
del chequeo de tipos suelen ser significativamente mas complejas.

Por esta razon, el problema de cémo implementar estos sistemas de efectos ha
recibido mucha atencién en los tultimos afios. Si bien se han presentado diversas
soluciones potenciales, mencionadas en la Seccién el problema sigue estando
abierto. El objetivo de esta tesina, entonces, es formular un sistema de efectos imple-
mentable para un cdlculo basico con efectos algebraicos, llamado Alef (o K), que se
mantenga conceptualmente cercano a los sistemas declarativos.

Tipado bidireccional

Existen distintas formas de implementar un sistema de tipos. Por un lado se puede
hacer chequeo, en el cual el tipo de la expresidn es siempre una entrada al juicio de
tipado. Esto implica que el cédigo debe contar con anotaciones de tipos en muchos
términos, lo que hace que estos sean poco usables en la préctica.

Opuestos a estos se encuentran los sistemas de inferencia, para los que el tipo
de una expresion siempre es una salida del juicio de tipado. Si bien estos son am-
pliamente usados en la préictica, requieren mecanismos complejos, perdiendo cierta
claridad conceptual. Adicionalmente, para poder permitir inferencia la expresividad
del sistema de tipos puede verse limitada.

Pierce y Turner describen una técnica que busca tomar lo mejor de los dos méto-
dos anteriores, y la llaman tipado bidireccional [21]]. Esta consiste en reemplazar
el juicio de tipado por dos juicios: uno de chequeo, que tiene el tipo como entrada y
otro de sintesis, que devuelve el tipo como salida. Intercalando entre estos dos modos
se busca propagar informacién de tipado hacia las sub-expresiones de los términos,
reduciendo la necesidad de anotaciones.

Este método simplifica la tarea de hacer implementables ciertos sistemas decla-
rativos, ya que su formulacién resulta en reglas dirigidas por sintaxis. Sin embargo, a
diferencia de los algoritmos de inferencia, los sistemas bidireccionales suelen mante-
ner en mayor medida la simplicidad conceptual de los declarativos, al no depender de
mecanismo de resolucién de restricciones externos al tipado como los primeros [28]].
Por esta razon, para hacer el sistema de efectos de Alef implementable se utilizard la
técnica de tipado bidireccional, cuyo resultado se presenta en la Seccién [3.4]
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1.1. Estado del arte

La relacién establecida entre el enfoque monddico y el de efectos algebraicos
también se ve reflejada en la practica, ya que ambas teorias sirven de base para imple-
mentar efectos computacionales modulares en lenguajes funcionales. Si bien ambos
enfoques tienen marcadas diferencias —principalmente que el monadico requiere
determinar el modelo de computacidn previo a expresar los programas, mientras que
en el segundo esto se hace mediante la aplicacion de handlers de manera posterior—
Schrijvers, Pirég, Wu y Jaskelioftf [31]] muestran una correspondencia entre estos,
logrando expresar, bajo ciertos supuestos, cada uno en términos del otro.

La teoria de efectos algebraicos y handlers se ha incorporado en la practica en
distintos niveles: nuevos lenguajes se han disefiado alrededor de esta, se han extendi-
do lenguajes para afiadirles sus construcciones y se han desarrollado librerias que la
implementan en diversos lenguajes.

Lenguajes con efectos algebraicos

Entre estos lenguajes se encuentra Eff [2,[3]], de Bauer y Pretnar, que concretiza
los desarrollos tedricos mencionados en la seccion anterior. Este lenguaje es presen-
tado junto a un sistema de efectos declarativo [2f], que serd la base del de Alef. Pos-
teriormente, Pretnar propone su implementacion mediante un sistema de inferencia
[28]], pero solo para un subconjunto del lenguaje. Adicionalmente, Saleh, Karacha-
lias, Pretnar y Schrijvers, se basan en el anterior para formular un nuevo sistema de
inferencia [30] basado en la elaboracion de Eff a un lenguaje con subtipado explicito,
que facilita su compilacién eficiente. Sin embargo, la implementacién actual de Eff
no cuenta con ningin sistema de efectos.

Otro lenguaje disefiado en base a la teorfa de efectos algebraicos es Frank [19,
8[|, de Lindley, McBride y McLaughlin. En contraste con el anterior, este se aleja del
planteo original generalizando las funciones y los handlers mediante una tnica abs-
traccion, los operadores, que permiten manejar multiples computaciones simultanea-
mente. Su sistema de efectos hace uso de la técnica de tipado bidireccional e incor-
pora polimorfismo de efectos mediante una variacién de polimorfismo de fila [29]. A
pesar de que la forma de los tipos de este lenguaje difieren de los usados en Alef, su
sistema de efectos fue el fundamento de la aplicabilidad del tipado bidireccional en
el contexto de efectos algebraicos.

Disefiado por Leijen, Koka [17] también incorpora la teoria de efectos algebrai-
cos en el disefio de su sistema de control de efectos. Si bien su presentacién inicial no
incluye una construccién para manejar operaciones, esta fue introducida en posterio-
res versiones del lenguaje [18]]. Koka cuenta con un sistema de efectos con inferencia
Hindley-Milner, que también hace uso de una variacién de polimorfismo de filas pa-
ra expresar polimorfismo de efectos. Las filas de efectos de Koka sirvieron como
inspiracién para las de Alef.
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Extensiones de lenguajes y librerias

Este segundo grupo incluye la extension a Links [|11]] de Hillerstrom y Lindley y la
extension a OCaml, Multicore OCaml [9]], de Dolan y otros. Ambas se construyen en
base a efectos algebraicos y handlers similares a los presentados tedricamente, pero
la segunda no cuenta con un sistema de efectos. Adicionalmente, como se menciond
al inicio de esta seccién, existen librerias que implementan estas ideas en Haskell
[12} 15} 22]], Idris [6]], PureScript [10], Scala [5]] y més.

En el Capitulo 4| se hace una comparacion més detallada de los principales siste-
mas de efectos mencionados en esta seccidn con el sistema de efectos desarrollado
para Alef.

1.2.

Contribuciones

Las contribuciones concretas de esta tesina son:

1.3.

Dos sistemas de efectos nuevos para un lenguaje basado en el nicleo de Eff,
llamado Alef. Uno de estos es declarativo y adapta el sistema de Eff [2]] para
acomodar polimorfismo de fila en los efectos. El otro es implementable me-
diante tipado bidireccional, y da una version dirigida por sintaxis del anterior.

Proveer sintesis de efectos en el sistema bidireccional, diferenciandose de usos
previos de esta técnica en las cuales los efectos son siempre chequeados. Esto
permite alcanzar tipos precisos con menos anotaciones y mejores mensajes de
errTor.

Una nueva forma de ver el tipado bidireccional, agregando instanciaciones
explicitas generadas por ambos juicios. Al estar incluido el operador de unifi-
cacion en la descripcion del sistema, se puede razonar sobre el mismo sistema
que se implementa, a diferencia de otros sistemas cuyas implementaciones de-
penden de mecanismos no presentes en sus descripciones formales.

Pruebas de correctitud, tanto de la seguridad de tipos para el sistema de efectos
declarativo, como de correspondencia entre los dos sistemas de efectos.

Una implementacién en Haskell de Alef (Alef), que agrega azicar sinticti-
co al célculo bésico para simplificar su escritura. Adicionalmente se proveen
ejemplos de programas que muestran las distintas caracteristicas de la progra-
macién en Alef.

Estructura de la tesis

El resto de la tesis tiene la siguiente estructura. El Capitulo 2] contiene una intro-
duccidn a la teoria de efectos algebraicos. En el Capitulo [3|se introduce la formaliza-
cion de Alef. Este dltimo es comparado con otros lenguajes con sistemas de efectos



6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

en el Capitulo[d] El Capitulo[5] por su parte, presenta la implementacién Haskell de
Alef . En el Capitulo[6]se desarrollan las demostraciones de los resultados del Capitu-
lo[3| Finalmente, el Capitulo|/|se presentan las conclusiones finales de la tesis junto
al trabajo futuro.



Capitulo 2

Efectos algebraicos y handlers

El presente capitulo sirve de introduccion a los conceptos fundamentales de la
teoria de efectos algebraicos y handlers. En primer lugar, se exponen las ideas cen-
trales intuitivamente por medio de ejemplos. Luego, se desarrollan brevemente los
fundamentos matematicos de esta teoria. Finalmente, se describen los sistemas de
efectos que llevan estos conceptos a la practica.

2.1. Introduccion

El modelo de efectos algebraicos le da central importancia a las operaciones que
interactdan con el ambiente en el cual se ejecuta el programa. Algunos ejemplos
usuales de estas son Read y Print para entrada y salida, Get y Set para compu-
taciones con estado, y Throw para excepciones. Estas operaciones son la fuente de
efectos secundarios y son un componente bésico del lenguaje.

En concreto, un ejemplo de una computacion en este modelo se presenta en la
Figura Si bien es posible inferir una interpretacién para c, esta expresion solo
describe tres llamados secuenciales a una operacion abstracta Print, sin mencionar
su significado.

¢ =Print(1); Print(2); Print(3)

Figura 2.1: Definicién de la computacion c.

Para darle una interpretacion concreta, se introduce otro concepto central: los
handlers. Estos corresponden a construcciones que definen como manejar los llama-
dos a las operaciones como las anteriores y pueden verse como una generalizacion
de los manejadores de excepciones usuales. De esta manera, los handlers representan
destructores de computaciones que invocan operaciones de efectos.

Para plasmar esta nocidén en una caso concreto, la Figura [2.2| presenta como pri-
mer ejemplo un handler que cuenta el numero de invocaciones a la operaciéon Print

7
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de un programa.

count = handler val x — val 0,

{Print xk+— letn:=k () in val (n+ 1)}

Figura 2.2: Definicién del handler count.

Esto se lee de la siguiente manera: count es un handler que frente a una compu-
tacion que solo retorna un valor, la maneja devolviendo el valor 0. Si la computacién
manejada es una invocacién a Print con argumento x y el resto del programa esté
capturado en una continuacion k, se ejecuta esta continuacion guardando su resultado
en n, el cual se retorna luego de sumarle 1.

Al aplicar este handler a la computacién anterior (with count handle c), se
obtiene el valor 3, que es el nimero de veces que se ejecuta la operacion.

Sin embargo, esta no es la Unica interpretacion posible para Print. Para dar otra
interpretacion distinta basta con definir un nuevo handler que la maneja. Por ejemplo,
en la Figura[2.3]se define add. Este handler es muy similar a count, pero en este caso
se suman los argumentos pasados a cada invocacion de Print. Si se aplicara a ¢, en
este caso se obtendria como resultado el valor 6.

add = handler val x +— val 0O,

{Print xk+— letn =k () in val (n + x)}

Figura 2.3: Definicién del handler add.

Estos ejemplos muestran que los handlers no solo permiten dar una interpretacion
a las operaciones abstractas, sino que también representan una abstraccion que hace
posible desligar la construccién de programas con efectos de la implementacion de
estos ultimos.

El entorno de ejecucién debera manejar ciertas operaciones, como es el caso de
Print. De esta manera, todos los llamados a esta operacién que no sean maneja-
dos por un handler serdn invocadas por el entorno, efectivamente imprimiendo por
pantalla el valor pasado.

Para mostrar otra caracteristica de este enfoque, se tiene como ejemplo la compu-
tacion ¢’ definida en la Figura Esta computacion lee un valor y lo retorna si es
mayor a cero. En caso contrario, lanza una excepcién. Como la continuacién de esta
dltima operacién requiere como entrada un valor del tipo vacio, esta continuacién
nunca serd ejecutada.
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¢’ = let x :=Read() in
if x > 0 then (val x) else (Throw(0, fun y — val 0))

Figura 2.4: Definicién de la computacion ¢’.

Para este ejemplo se definirdn adicionalmente dos handlers, que se presentan en
la Figura El primero, z_input, maneja la operacion de lectura haciendo que esta
siempre lea la constante 0. El segundo, exc_pr, simplemente maneja las excepciones
lanzadas imprimiendo el valor de sus argumentos. Como puede verse en el llamado
a Print de este ejemplo, las continuaciones triviales pueden ser omitidas, como se
explica en la Seccién[3.1]

z-input = handler val x — val x,
{Read x k — k 0}
exc_pr = handler val x — val x,

{Throw x k — Print(x)}

Figura 2.5: Definicién de los handlers z_input y exc_pr.

Luego, se podrian aplicar ambos handlers a ¢’ secuencialmente de manera trivial:
with exc_pr handle (with z_input handle ¢’)

resultando en una computacién que imprime 0.

De esta manera se expone otra ventaja de este modelo por sobre otros: los hand-
lers permiten componer implementaciones de efectos de manera simple, sin necesi-
dad de construcciones adicionales.

2.2. Fundamentos tedricos

Como se menciond en el capitulo anterior, existen distintas teorias que buscan
modelar los efectos computacionales matemdticamente. En esta seccidn se presentan
brevemente los conceptos basicos de la teoria de efectos algebraicos. La presentacion
estd basada en las notas introductorias al drea de Andrej Bauer [/1].

El modelo de efectos algebraicos se basa en considerar un algebra cuyos elemen-
tos son computaciones de dos tipos:

= Computaciones puras de la forma val v.
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= Computaciones con efectos de la forma Op p k.

Para definirla, se supone que se cuenta con un conjunto V de valores y una sig-
natura X = {Op; : P; = A;}; que representa una coleccién de simbolos de operacion,
cada uno asociado a un conjunto P;, llamado pardmetro, y otro conjunto A;, llamado
aridad. Por ejemplo, la signatura con los efectos de lectura, escritura y excepciones
es:

Y = {Read : unit — nat,
Print : nat — unit,

Throw : nat — empty}

Términos

Para comenzar se definen los términos del dlgebra, que son descriptos por arboles
pertenecientes al conjunto V(X), donde:

= SiveV, luegoval v e V(Z).

= SipeP,k:A — VEyOp;, : P, > A; € X, luego Op;(p, k) € V()
corresponde al drbol con raiz Op; y cuyos sub-4rboles son descriptos por k.

Por ejemplo, la Figura[2.6] muestra el drbol que describe la computacién ¢’ de la
seccidn anterior.

Read()

0 1
—— / ~
Throw(0) val 1 val 2

val ()

Figura 2.6: Arbol que describe ¢’.

Ecuaciones

En base a los términos se pueden definir ecuaciones que capturan el comporta-
miento de las operaciones. Estas tienen la forma (#; = t,), donde #; y #, son términos.
Por ejemplo, tomemos la signatura del efecto Estado:

2 ={Get :unit — nat, Set :nat — unit}
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Las ecuaciones que describen el comportamiento esperado de estas operaciones, ori-
ginalmente presentadas por Plotkin y Power [26]], son:

Get((), funs > Get((), funt > k s1) = Get((), funs— ks s) (1)
Indicando que dos llamadas consecutivas a Get deben recibir el mismo valor.
Get((), fun s — Set(s, k)) = k() 2)

Que permite cancelar un Get seguido de un Set cuando en la segunda se usa el valor
obtenido en la primera.

Set(s, fun _+ Get((), k)) = Set(s,fun _ i k s) 3)

Establece que si se llama a Get luego de hacer Set, el valor obtenido sera el usado
para Set.

Set(s, fun _— Set(t, k)) = Set(t, k) 4

Que indica que si se hacen dos Set seguidos, el primero es irrelevante.
Estas ecuaciones dan origen a una relacion de equivalencia en V(Z). Siguiendo
con el ejemplo de Estado, se considera el término statec, definido en la Figura[2.7]

statec ::= Get((), funa
Get((), funb -
Set(a+ 1, fun_+—
Set(a + 2, k))))

Figura 2.7: Definicion de la computacién statec.

El drbol que representa esta computacion se introduce en la Figura[2.8] De acuer-
do a las ecuaciones anteriores, en particular la (1) y la (4), el drbol anterior es equi-
valente al 4arbol presentado en la Figura[2.9

Como muestra este ejemplo, las ecuaciones, ademds de describir el comporta-
miento de las operaciones, introducen una nocién de equivalencia de programas que
puede ser aprovechada para garantizar la admisibilidad de ciertas optimizaciones.

Sin embargo, ninguno de los sistemas de efectos en la practica incorporan ecua-
ciones. Hacerlo no solo requeriria que el usuario provea demostraciones respecto a
sus programas, sino que también restringiria el uso de implementaciones usuales que
no las cumplen. Por esto, las ecuaciones no serdn tenidas en cuenta en el desarrollo
de esta tesina.

Teorias algebraicas y sus modelos

Una teoria algebraica T se define como un par (Z, E), donde E es un conjunto
de ecuaciones sobre las operaciones de X.
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Get()
O/l\
/ Geg() \
0~ 1 2
- set) .
Set(3)
k

Figura 2.8: Arbol que representa la computacién statec.

Get()

0 1 2
! N

e Set(3) o

k

Figura 2.9: Arbol equivalente al del la Figura

Dada una teoria 7', un T-modelo M es definido por:
= Un conjunto portador |M]|.

= Para cada operacién Op; : P; — A; € Z, un mapa [Op;]ly : P;i X M4 — M|
que da una interpretacién de la operacién sobre el conjunto portador |M]|.

Estas tltimas interpretaciones pueden extenderse a los términos de V(Z), obteniendo
para cada término un mapa [t]ly : |M IV — |M|. Un modelo es vilido si para toda
ecuacion (¢t = ) € E, vale que [#1 1y = [21n-

Como se puede tener mas de un modelo para una teoria 7', suele resultar til esta-
blecer relaciones entre los diferentes modelos. Para esto se introduce el concepto de
T-Homomorfismo, que se define de la siguiente manera. Sean L y M dos T-modelos,
un 7-homomorfismo de L a M (notado como L — M) es un mapa & : |L| — |M| que
conmuta con las operaciones, es decir, tal que vale:

h o [0p;1z = [Opilla o (idp, X (h,h,....h))
A;
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Ahora bien, si el objetivo de esta formalizacién es representar efectos computacio-
nales, es natural preguntarse qué modelo es el mas adecuado para describirlos. Para
responder esto, se busca aquel que asuma lo menos posible acerca de la teoria en
cuestion. De esta manera, se alcanza la definicién del parrafo siguiente.

Dada una teoria 7 y un conjunto V, el T-modelo libre generado por V es un
modelo M junto a un mapa np : V — |M]| tal que para todo T-modelo L y todo mapa
f 'V — |L| existe un tnico 7-homomorfismo ? : M — L que hace conmutar el
diagrama:

v —1s 1M

N

IL|

Esta tdltima propiedad se conoce como la propiedad universal del T-modelo libre
sobre V, e indica que M es la forma mas simple (que menos asume) de conseguir un
T-modelo partiendo de V.

Como en este desarrollo se tienen en cuenta teorias sin ecuaciones, el modelo
libre de T = (Z, 0) generado por V no es mas que el conjunto de arboles que describen
sus términos, V(Z), con n = val . En este caso, si Op; : P; — A; € Z, el mapa [Op;]l
esel que,dados p: P;y k : A; — V(Z), les asigna el arbol Op;(p, k). En adelante se
hara abuso de notacidn, escribiendo V() para referirse a este modelo libre.

Resumiendo lo anterior, una computacion que retorna valores de V' y ejecuta ope-
raciones en X es un elemento del 7-modelo libre V(X). Sin embargo, falta formalizar
una parte fundamental del célculo presentado en la seccion previa: los handlers.

Handlers

Como se mostrd antes, un handler maneja computaciones cambiando tanto los
valores que retornan como las operaciones que invocan. De esta manera, un handler
puede verse como una transformacién de un modelo V(Z) a otro V/(X’).

Para que esta transformacion preserve la estructura algebraica de las computacio-
nes, se busca que un handler / sea un 7-homomorfismo. En particular, como se quiere
aprovechar la propiedad universal, 4 debe ser un 7-homomorfismo con 7' = (Z, 0).
Esto se debe a que esta propiedad garantiza un homomorfismo saliendo del modelo
libre.

En consecuencia, ademas de una inyeccion de los valores de V en V'(X’), se debe
proveer un 7-modelo en V’(X’). En concreto, un handler 4 : V(X) — V’(¥’) se define
mediante:

= Unmapa f:V — V().

» ParacadaOp;: P; —» A; € £, un mapa h; : P; X V/(ZHYA — VI(E) que forme
un 7-modelo en V' (X').
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Luego, por la propiedad universal y la definiciéon de modelo, & : V(Z) — V'(Z’) es
el tinico mapa que satisface:

h(valv) = f(v)
h(Op;(p,k)) = hi(p,h o k)

Recapitulando, el concepto de un handler corresponde con un homomorfismo en-
tre modelos libres, es decir, una transformacién de los drboles de computacién que
preserva su estructura algebraica.

Todo el desarrollo tedrico de esta seccién no solo sirve para modelar matemati-
camente los efectos computacionales, sino que también son la base de la semantica
denotacional de los tipos en lenguajes que implementan efectos algebraicos [2].

2.3. Sistemas de efectos

Como se introdujo en el Capitulo |1} muchos de los lenguajes que implementan
estas nociones establecen un control estético sobre los efectos computacionales de
sus programas mediante alguna variante de un sistema de efectos.

La teoria de efectos algebraicos presentada en la seccién anterior provee una
base sobre la cual disefiar un sistema de tipos y efectos. Para hacerlo, los conjuntos
de valores se consideran tipos valor, mientras que los modelos libres sobre teorias sin
ecuaciones corresponden a los tipos computacion. En concreto, un término de tipo
nat(Get, Set), por ejemplo, corresponde a una computacién que puede ejecutar las
operaciones del efecto Estado y retorna un nimero natural.

Se incluyen también dos constructores de tipos: uno para las funciones, que tie-
nen como dominio un tipo valor y codominio un tipo computacién, que se notara
A — C(Z), y otro para handlers, para el que ambos son tipos computacidn, que
usardn la notacion de la seccién anterior A(X) —» B(X').

La principal diferencia de estos sistemas respecto de la teoria se encuentra en
que estos suelen incorporar algin mecanismo para extender los efectos asociados a
un tipo. Esto permite implementar polimorfismo de efectos, que es fundamental para
definir componentes reutilizables y asi evitar duplicacién de cddigo.

Para ejemplificar la utilidad de esto dltimo, se vuelve al handler count presentado
en la Seccién cuya definicién se encuentra en la Figura[2.2]

El tipo que le corresponde a este handler es unit(Print) — nat(), donde el ti-
po de la computacién resultante indica que esta no puede invocar ninguna operacion.
El problema radica en que el tipo de la computacién entrada de count es demasia-
do restrictivo, requiere que esta a lo sumo pueda invocar Print. Sin embargo, en
la practica se podria querer aplicar este handler sobre computaciones con més efec-
tos, ignorando todas las operaciones distintas de Print. Para poder hacer esto, los
sistemas de efectos implementan polimorfismo de efectos, que permiten extender la
informacidn de los efectos presentes en una computacion.

Dos técnicas utilizadas para alcanzar este objetivo son el subtipado de efectos
y el polimorfismo de fila, siendo una variante de este ultimo la alternativa elegida
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para Alef. Esta consiste en considerar tipos computacién de la forma V(&E), donde &
es una fila conformada por un conjunto de operaciones A y una variable de efectos
u. Para extender este tipo con operaciones adicionales, basta con instanciar g con
una nueva fila que las agregue. Al producirse esta instanciacién, se introduce a la
fila una nueva variable de efectos que puede ser instanciada subsecuentemente. De
esta forma, alcanza con tener una sola variable de efectos por fila. En el Capitulo
[3] se describe la aplicacién de polimorfismo de fila sobre los tipos computacién con
mayor detalle.

Volviendo al ejemplo, el tipo de count en un sistema con polimorfismo de efec-
tos de fila pasa a ser unit(Print | u) — nat(u). Si ahora se quiere manejar una
computacion que ademds cuenta con la operacion Op, basta instanciar u a {Op | u’),
haciendo que el tipo de count sea unit(Print,Op | u’) — nat(Op | x’). Como se
menciond anteriormente, se busca que las operaciones no manejadas por un handler
sean ignoradas. Por esto el dominio y codominio del tipo de un handler tienen la mis-
ma variable de efectos, haciendo que el tipo de la computacion resultante de count
incluya la operacién Op, ya que esta es “dejada pasar” por el handler.

La estrecha relacion entre la teoria y este sistema de efectos tiene como conse-
cuencia que los fundamentos matematicos pueden utilizarse como semantica denota-
cional del lenguaje. Esto significa que los tipos definidos de esta manera facilitan el
razonamiento sobre los programas permitiendo hacer uso de los resultados tedricos.






Capitulo 3

Formalismo

En este capitulo se presenta la formalizaciéon de Alef, el lenguaje desarrollado
para esta tesina. En primer lugar se define la sintaxis de términos —basada en la de
Eff, de Bauer y Pretnar [3]— y de tipos, junto a una nocién de orden y equivalencia
para estos dltimos.

Seguidamente se introduce un sistema de tipos declarativo para un subconjunto
del lenguaje, obviando ciertas construcciones para reducir el tamafio de las pruebas.
Sobre este se define una semantica denotacional, una semantica operacional small-
step 'y se prueba la seguridad de esta Gltima respecto al tipado. Por dltimo, se presenta
un sistema de tipos implementable, basado en tipado bidireccional, que se demuestra
consistente y completo respecto al declarativo.

3.1. Términos

La sintaxis estd dada por la siguiente gramatica. Los términos se encuentran di-
vididos entre expresiones y computaciones, que pueden ejecutar operaciones que
provocan efectos computacionales antes de devolver un valor.

Expresiones e = x|true|false|O|succe|()|funxr ¢
(e:A)|h

Handler h := handlerval x - ¢, {Op; x k = ¢;}7

Computaciones ¢ ::= vale|Ope (y.c)|withehandlec|e; e; |

if ethenc) elsecy|let x:= ¢y incy |
(matchewith O ¢; | succ x — ¢3)

Las letras x, y y z representan variables. Un handler se compone de una compu-
tacion ¢, con la que se manejan los valores y de computaciones ¢; para manejar cada
operacién. En la llamada a una operacién, ademds de un valor argumento, se propor-
ciona una continuacidn que captura el resto del programa.

17
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Para simplificar la invocacién de operaciones, se introduce aztcar sintdctico que
permite utilizar efectos genéricos [23):

Op(e) ::=0p e (z.val 2)
Las expresiones pueden contar con anotaciones de tipo, que son necesarias para

el sistema de tipado bidireccional. La sintaxis de estos tipos se da en la siguiente
seccion.

3.2. Tipos

Tipo valor A, B, C := bool|nat|unit|empty|A—->C|B—>C
Tipo computacion C == C(&

Fila de efectos E = (Op|&E)|u

Esquema de tipo S = VuA

Los tipos, andlogamente a los términos, se dividen en dos clases. La primera es la
de tipos valor, que estd compuesta por los tipos base, funciones y handlers. La segun-
da es la de tipos computacién: un tipo de la forma C(E) representa la computaciones
que pueden invocar las operaciones en & y al terminar devuelven un valor de tipo C.

En el tipo C(&E), (E) es una fila de efectos de la forma (Op; | (Op, | (... | t))),
que usualmente se notara {Op;, Op,,... | ). En esta fila de efectos, u es una variable
de efectos que representa los efectos de ambiente. Para ilustrar la expresividad que
brindan estas variables, se consideran las siguientes funciones de alto orden:

ignore ::= fun f — val ()

apply :=fun f — f ()

A la primera se le puede asignar el tipo (unit — unit(u;)) — unit{uy), en
el que los efectos de la funcién de entrada son independientes a los que pueden ser
invocados por ignore. Sin embargo, como apply aplica la funcién tomada, los efectos
que puede tener son los mismos que los que puede llamar f. En consecuencia, el tipo
correspondiente a la segunda es (unit — unit{u;)) — unit{u;).

Toda signatura de tipo implicitamente cuantifica universalmente sus variables de
efectos. Por esta razén, aun si dos tipos anotados para distintos sub-términos de un
programa usan el mismo nombre de variable de efectos, estas se consideran distintas.
Los esquemas de tipo, que representan tipos polimoérficos en efectos, permiten los let
polimérficos de Alef. El siguiente ejemplo ayuda a entender la relevancia de estos.
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let pure := val (funm +— val () :nat — unit(u)) in
let impure = val (funm — Print(m) : nat — unit(Print | u)) in
let f := if true then (val pure) else (val impure) in

val pure

Este ejemplo fue utilizado por Bauer y Pretnar para explicar el problema de poi-
soning [2]], que Eff soluciona mediante subtipado. Este problema surge al promover
el tipo de pure, para que coincida con el de impure al tipar el condicional. Si este tipo
mas grueso es asignado a pure en el resto del programa, el tipo del programa com-
pleto serfa (nat — unit(Print | u)){u’), perdiendo la informacién valiosa de que
este retorna una funcién pura. Sin embargo, como los let de Alef son polimérficos
en efectos, a pure se le asigna el esquema de tipo Yu.nat — unit(u). Este esquema
serd instanciado en cada uso de esta funcidn, posibilitando que la primera instancia
se promueva al tipo de impure, mientras que la segunda permanece pura. Entonces,
es posible darle al programa completo el tipo deseado de (nat — unit{u)){u’).

En las filas no importa el orden de las operaciones y no se permite su repeticion.
Teniendo en cuenta estas consideraciones, una fila puede representarse con la forma
(A| ), donde A = {Op;}; es el conjunto de operaciones de la fila.

En Alef todas las filas son abiertas, es decir, los tipos describen efectos que pue-
den ocurrir, pero no prohiben efectos. De esta manera, un tipo computacién informa
sobre los efectos que una computacién puede agregar a los de ambiente.

El tipo de un handler debe tener la forma C(A; | u) — D{A; | u), donde A; debe
contener al conjunto de las operaciones manejadas por este handler. La interpreta-
cién de este tipo es que corresponde a un handler que transforma computaciones que
devuelven valores en C a computaciones que devuelven valores en D, manejando
algunas operaciones de A; y posiblemente agregando otras en A;. Toda operacion
de A; no manejada por el handler debe estar en A;. La variable de efectos y indica
que si el tipo de la computacién a la que se aplica el handler tiene operaciones no
contenidas en A1, estas también estardn en el tipo de la computacién resultante.

Se supone que existe una signatura de efectos X = {Op; : A; — B;}; que le asigna
a cada operacién un tipo de entrada y otro de resultado, ambos tipos bdsicos.

Sustituciones

Se formaliza el concepto de sustitucion, que serd util para representar instancia-
ciones de variables de efectos. Una sustitucién es:

ou=[1[u-= Ay, ol

Se nota 7 [o] a la aplicacién usual de la sustitucién o sobre 7" y o0 a la
composicién de dos sustituciones (7 [o102] = (7 [o1]D[o2]).

Ademds, se dice que una sustitucién o es un renombre inyectivo, y se nota ri(o),
si tiene la forma o = [y; = p] y vale que:



20 CAPITULO 3. FORMALISMO

Vi, pj € dom(o) : pi # pj = pi # W

Este predicado representa una condicién suficiente para asegurar que al aplicar la
sustitucién a un tipo, el nuevo tipo es equivalente al original, de acuerdo a la relacién
de equivalencia presentada anteriormente.

Orden y equivalencia de tipos

A continuacién se define una nocién de orden sobre los tipos, que serd de utilidad
en las siguientes secciones. Para ello se utilizan sustituciones de variables de efecto
por filas de efectos, usualmente denotadas con las letras o, 7 y y. Dados dos tipos 77
y 7>, se define la relacién de orden como:

J1C 9, =30 (T2 =T1lo)

La interpretacion de esta relacién es que si 71 E 7, 71 s menos concreto que 7.
En base a este orden, se define la siguiente nocién de equivalencia.

T1=T2:=T1CTLAT>C T

Ambas relaciones pueden extenderse de manera trivial a los esquemas de tipo.

Contextos de tipado

Los contextos de tipado, notados I', distinguen entre variables monomérficas y
polimoérficas en efectos, de manera similar a los de Frank [19]:

ra=-|ILx:A|T, f:8

No se permiten repeticiones de nombres de variables en el contexto. Adicionalmente,
las relaciones de orden y equivalencia de los tipos puede extenderse a los contextos
de la siguiente manera:

I' EI; :=dom(;) = domI») A do (I, =T [0])
IN=h = CILAILCT

Esto quiere decir que dos contextos son equivalentes si tienen las mismas variables y
todos los tipos que los componen son equivalentes simultdneamente.

3.3. Sistema declarativo

A continuacién se introduce un sistema de tipos y efectos declarativo junto a
su semdntica denotacional y operacional para un subconjunto de los términos. Este
sistema no estd pensado teniendo en cuenta su implementacion, sino que representa
una abstraccidn Util para simplificar el razonamiento sobre el tipado. En particular,
sobre este sistema declarativo se enuncia y se prueba la seguridad del lenguaje.



3.3. SISTEMA DECLARATIVO 21

En esta seccién se ignoran ciertas construcciones del lenguaje que no aportan
diferencias fundamentales en el tipado y, por lo tanto, permiten reducir el tamafio de
las pruebas sin perder generalidad. Estas son las contantes de tipo bool y nat junto
a sus destructores.

Reglas de tipado

En esta seccién se desarrollard el juicio de tipado I' + ¢ : 77, que afirma que el
término ¢ tiene tipo 7 en el contexto I'. Este juicio es, mas formalmente, una genera-
lizacién de dos juicios de tipado, uno para tipos valor y otro para tipos computacion,
que comparten la notacion. En adelante, se usara 7~ para notar tanto tipos valor como
tipos computacion.

A continuacidn, se describen las reglas de tipado definidas en la Figura|3.1

Var? Una variable monomérifica tiene el tipo que le asigna el entorno.

PVar? Un esquema de tipo puede ser instanciado con una sustitucién arbitraria 6 de
sus variables de efecto universalmente cuantificadas.

VaL? Las computaciones base pueden ser tipadas con cualquier fila de efectos. Esto
permite agregar los efectos necesarios para hacer compatibles los tipos en las
otras reglas.

Unir? El valor () tiene tipo unit.

AppP Para tipar la aplicacion de e; a ey, e; debe ser una funcién y e, debe ser del
tipo del dominio de e;.

Una abstraccidn tiene el tipo A — C si el cuerpo de la funcién puede ser tipado
con C al extender el entorno con la variable abstraida.

OrP Para tipar la invocacién a una operacién, primero se verifica que la expresion
argumento verifique el tipo de entrada de dicha operacién. En ese caso, esta in-
vocacion tiene el tipo de la continuacidn, asegurandose que este ultimo cuente
con dicha operacién en su fila de efectos.

Hano® Se requieren dos condiciones a las hipétesis. La primera es que las operaciones
manejadas por un handler sean distintas entre si, garantizando que su aplica-
cién sea determinista. La segunda es que todas las operaciones presentes en
el tipo de la computacion de entrada que no son manejadas por el handler,
también formen parte del tipo de salida.

Wite? Para tipar la aplicacién de un handler 4 a una computacién c, se verifica que
tenga tipo handler y que c sea del tipo del dominio de 4.

ANNo™ El tipo de un término anotado es el de su anotacion.
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Ler? En el tipado de una expresién et se pide que ambas computaciones tengan los
mismos efectos en sus filas. Ademads, en el tipado de la segunda computacion,
se extiende el entorno reflejando que la variable declarada en esta construccion
es polimérfica. Para ello, se cuantifican universalmente todas las variables de
efectos de A que no ocurran en I', evitando capturar variables ya ligadas.

x:Ael . fiVuAeT D D
Trx:A VAR Trf:A[0] PVaR TF():unit UNIT
I'ret:A->C I'Fey: A b INx:Avrc:C o
I'rejex: C App kaunx|—>c:A—>QFUN
Op:Ayp = Byp €X Fre: A, [, y: Bk c:AE) Opeé&
T+ Ope(y.o) : AE) Orp
{Op; # Op}iz; A\{Op}l, C A [, x:Arc: BAA | )
{Op;,:A; > B;€ X I, x:A;, k:Bi = BA" |y +ci: BN | )i, b
T+ handler val x > ¢y, {Op; xk — ¢}, : A(A | )y —> B(A' | p) Hanp

T'+h:AE — BE) I'tc:AE) F'vt:T

D - - -7 D
[+with/handlec: B(E) W™ Tr(r:7): T Ao
'k AE) I, x :Vu.Arcy: B(E) D Tre:A b
TFletx= ¢ inc,: B&) Ler TFvale: A(S) VAL

Figura 3.1: Reglas de tipado declarativas.

Semantica denotacional

Para mostrar la estrecha relacién entre Alef y la teoria de efectos algebraicos se
presenta una semdéntica denotacional que modela este lenguaje haciendo uso de los
conceptos matemdticos introducidos en la Seccion

Denotacion de tipos

Puesto que Alef no cuenta con recursion ni funciones parciales, los tipos de Alef
se modelan mediante conjuntos. Dado un tipo 7, su denotacién se escribe [7] y
sigue la siguiente definicién:

[unit] =={()}
[empty] ::=0
[A—C] ==[A] - [C]
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Es decir, la denotacién de un tipo funcién es el conjunto de funciones entre las deno-
taciones de su dominio y codominio.

[B— Cl =81 —ICl

Para el tipo handler, su denotacién son los T-homomorfismos entre las denotaciones
de su dominio y codominio, siguiendo la presentacion del modelado de handlers de
la Secci6n 2.2

[ACA | )] == [AIKA)

Por dltimo, la denotacién de un tipo computacién corresponde al modelo libre sobre
la teoria sin ecuaciones (A, @) generado por [A]. Esto quiere decir que [AJ{A) es el
conjunto de arboles de computacién cuyos elementos tienen la forma:

= val e para algin e € [A].
= Op(e, «) paraalgine € [A,, ]l y « : [Bopll — [AIKA).

Se utiliza notacidn en negrita para diferenciar estos tltimos de las construcciones de
Alef.

Adicionalmente, es necesario introducir la denotacién para los esquemas de tipo.
Esta corresponde a la interseccion de las denotaciones de las posibles instanciaciones
de sus variables de efectos cuantificadas:

[VEAD == | [A']
ACA’

Denotacion de términos

Como en este modelo se interpretan términos tipados, es necesario contar con la
denotacién de los contextos de tipado:

== [ ] o

xedom(I')

En palabras, un contexto se denota mediante el producto cartesiano de las denotacio-
nes de los tipos que lo forman. Entonces, un elemento de [I'] es una funcién p tal
que para cada x € dom(I'), p(x) € [T'(x)].

Con esto, los juicios de tipado I' + ¢ : 7 reciben la interpretacion:

MCrt:TN:=01TT-=071

Es decir, un término tipado es denotado por una funcién que dado un contexto p de-
vuelve un elemento de la denotacion del tipo correspondiente. Estas interpretaciones
de términos tipados se definen como:

[T+ x:Al() = p(x) Six:Ael)
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[T+ f:A[0]1(0) == p(f) Sif:YuAel)
[T +vale: AEY(o) s=val([T'+e: Alp)

[T+ (C):unit](p) a=()

[TFerer:Clp) w=(T're:A—=Clp) (II'Feax: Alp)
[Cr@E:T7):T1p) s=[Cre:T1p

[TFfunx—a:A— Cl(p) =Ada€[[A] [T, x:Arc: Cllp®x— a)

Donde (p @ x — a) corresponde a la extension funcional de p que le asigna a a x.

[T+ Ope(y.c): AE(p) =
Op(IT e : Appllo, Ab € [Bypll. [T, y: Bop + ¢ : AEN(p @y + b))

n

Para la siguiente denotacion, se nota con 2 a handler val x — ¢y, {Op; xk = ¢} ;.

[T+ h: A& — BE (o) n=H
Donde H : [T']] = [A{(EY] — [B(E’)] se define recursivamente como:

H(p)(vale) ::= [T, x: A+ c, : B{EN (oD x— e)
H(p)(Op(e, k) ::= [T, x: A, k: Bi = BE') F c; : BE ) (pDx > edk — H(p)ok)

[T +with A handle ¢ : B(E" ) (p) := ([T + h : AE) — BEMp) ([T F ¢ : AEYp)

Previo a la denotacién del let, se define el /ifting de una funcion f : [A]] — [B(&E)]
como la funcién fJf : [A(EY] — [B(E)] dada recursivamente por:

fT(val e) 2= f(e)
1 (Op(e, k) := Op(e, £ ox)

[TFletx:= c¢;incy : BEY(p) ::=
(Aa € [A]. [T, x: YA+ cy: BEp®x - a)' ([T F c; : AEp)

Semantica operacional

La semantica operacional small-step se define en base a la relacién ¢ ~» ¢/, que
significa que la computacion ¢ evalia en un paso a la computacién ¢’. Esta se define
en la Figura[3.2]

Las reglas de mayor interés son aquellas que corresponden a la aplicacién de un
handler. La primera de estas, E-WiTH-VAL, se ocupa del caso en el que la computacién
manejada es una expresion pura, de la forma val e. En este caso, esta computacién
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es manejada con la cldusula correspondiente a valores, instanciando la variable de-
clarada a la expresion pasada.

La segunda, E-WitH-HANDLE, corresponde al caso de la invocacién de una de las
operaciones manejadas por el handler. Esta computacién evalda a la cldusula que
dicha operacion tiene asociada en la definicion del handler, instanciando por un lado
la variable del argumento, y por otro lado la variable de la continuacién, que pasa a
ser la aplicacion del mismo handler sobre la continuacién provista por el llamado a
la operacién.

El dltimo caso, ademas de la regla de congruencia, corresponde a la regla E-
WitH-IGN que se ocupa de manejar el llamado a una operacién no descripta en el
handler. En este caso, se evaliia llamando a esta operacién, pero aplicando el mismo
handler sobre su continuacién.

Estas tltimas dos reglas muestran que los handlers utilizados en Alef correspon-
den a handlers profundos, ya que sus aplicaciones se propagan dentro de los drboles
de computacion.

Las dltimas reglas —aquellas cuyos nombres terminan en A— corresponden a
los casos en los que ciertas anotaciones de tipo deben ser propagadas en la evalua-
cion. Esto es necesario cuando se sustituye una variable por una expresion de la cual
se conoce el tipo por una anotacion existente. Sin embargo, solo se anotan funciones
y handlers, puesto que no tiene sentido anotar el resto de las expresiones del lengua-
je (constantes y variables). Para tener en cuenta esto dltimo, se define la siguiente
notacion:

e : A sieesunafuncion o handler,

e en otro caso.

Seguridad

La seguridad de la relacion de evaluacidn respecto al sistema de tipos se enuncia
en base a dos lemas. El primero, Preservacion, establece que si un término tipado
puede dar un paso de evaluacidn, al resultado de esta Ultima también se le puede
asignar el mismo tipo.

Lema 1 (Preservacion). Paratodo T, T, cy c’ talesque T Ft:T yt~»t, vale que
| A A

El segundo lema corresponde al Progreso, y garantiza que todo término tipable
es un terminal o puede ser evaluado.

Lema 2 (Progreso). Para toda computacion cerrada c y todo tipo C{(&E) tales que
-+ ¢ : C{E), vale una de las siguientes:

» v(c=valvA-rv:().
= 30p;,e,k (c =0p; ek AOp; € &).

m A (c w )
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En estas reglas se nota con £ la construccion handler val x — ¢, {0p; xk = ¢},

y con H al tipo C — D.

(funx c)ew cl[x > e] (E-Arp)
with A handle (val e¢) ~» ¢, [x — e] (E-WITH-VAL)
Op] € {Opl ?:1

with 7 handle (Op; e y.c) w cj[x = e, k= (funy > with h handle ¢)]
(E-WitH-HANDLE)

Op; ¢ {Op;}i_,
with i handle (Op; e y.c) » Op; e y.(with 4 handle c) (E-WitH-IGN)
cw (¢
with e handle ¢ ~» with e handle ¢’ (E-WitH-CONGR)
let x == (vale) incy w c[x — €] (E-LET-VAL)
letx:= Opey.ciinc; ~» Opey.(let x = ¢y incy) (E-LEeT-OpP)
c1 ™ ¢
let x = ¢c;incy w let x = c'1 inc (E-LET-CONGR)
(funx—=c:A->Cewclx— e Al (E-Arp-A)
with & : H handle (val e) v ¢, [x = e : C] (E-WITH-VAL-A)
Opj € {Opi 7:1

withh: Hhandle (Opjey.c) w cjlx > ¢:C, k> (funy > withh: H handle )]
(E-WriTtH-HANDLE-A)
Op; ¢ {Op;}i_,

with s : H handle (Op; e y.c) » Op;ey.(with i : H handle c)
(E-WitH-IGN-A)

letx:= (vale): Aincy w cp[x — e A] (E-LET-VAL-A)

Figura 3.2: Relacién de evaluacion.
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Las pruebas de los Lemas 1 y 2 se encuentran en el Capitulo [6] Juntando estos
dos lemas, se alcanza el siguiente teorema de Seguridad.

Teorema 1 (Seguridad). Toda computacion cerrada del tipo C{E) es un valor de
tipo C o la invocacion de una operacion contenida en & o puede ser evaluada a otra
computacion del tipo C{E).

Ejemplos

Como primer ejemplo se muestra el tipado de la aplicacién de una funcién de alto
orden. En particular, el término a tipar es apply crash, donde apply ::= fun f —
f () y crash es una funcién que puede fallar.

Se divide el tipado en dos derivaciones, con el fin de simplificar su lectura. En
primer lugar, se presenta en la Figura[3.3]el tipado de apply, para el cual se define el
contexto I'; como aquel con la asignacién f : unit — unit(Throw | u).

Unir?
D

VarP

'+ f:unit — unit(Throw | u) I''F():unit
'tk f():unit(Throw | u)

‘Ffun f— f(): (unit — unit(Throw | x)) — unit(Throw | u)

AppP
FunP

Figura 3.3: Tipado de apply.

Luego,conT ::= apply : (unit — unit(Throw |u)) — unit(Throw|u), crash :
unit — unit(Throw | u), el tipado del término inicial, apply crash, se presenta el
la figura|3.4

El siguiente ejemplo consiste en la aplicacién de un handler que cuenta el nimero
de llamados a Print de una computacién. Se supone que la signatura correspondien-
te a Print es nat — unit. El término withcount, que se tipard y evaluard, se define

en la Figura[3.5]

Para el resto del ejemplo, se abreviard con 4 al handler del programa anterior.
Similarmente al primer ejemplo, se separa la sub-derivacion de 4 de la derivacion de
tipado principal, ambas presentes en la Figura (3.6

Para concluir el ejemplo, se muestran en la Figura los pasos que tomaria la
evaluacion de este programa.

D
I'+apply: (unit — unit(Throw | u)) — unit(Throw | u) Var I'+ crash : unit — unit(Throw | u)

VarP
I' + apply crash : unit(Throw | u) A

PPD

Figura 3.4: Tipado del término apply crash.
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withcount ::= with (handler val x+ val 0,
{Print xk — let y:= k() inval (succy)})
handle Print(7)

Figura 3.5: Definicién del término withcount.

v : b : D

SeaT :: : 5 kO nat AP T rval (succy) :nat(m VA R
xunitrvalO:nat@) VA" xiunit, k:nat > nat{u)r lety:= k() inval (succy): natu) '
-+ h:unit(Print | u) — nat(u) AND
en
: : D
T D -+ 7:nat z:unit+val z:unit(Print |u) VALD
-+ h:unit(Print | u) — nat{u) Hanp -k Print 7 z.(val z) : unit(Print | w) D P
ITH

-+ with hhandle Print(7) : nat{u)

Figura 3.6: Tipado de withcount.

with 4 handle Print(7)

>
let y:= (funz+— with s handle (val 7)) () in val (succy)
>
let y:= with hhandle val () inval (succy)
~s
let y:= val 0 inval (succy)
~y

val (succ 0)

Figura 3.7: Evaluacion del término withcount.

3.4. Sistema bidireccional

Si bien la claridad conceptual del sistema declarativo presentado en las secciones
anteriores simplifica el razonamiento sobre el mismo, el nivel de abstraccion en el
que se define dificulta la tarea de implementacién. En particular, la dificultad radica
en que las reglas de este sistema declarativo asumen que los tipos en el contexto ya
cuentan con todos los efectos necesarios para ser compatibles, sin que exista forma de
promoverlos. Esto es posible gracias a la regla VALP, en la que los efectos asociados
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a la computacién son independientes de las hipétesis. Similarmente, las instancias de
variables polimérficas generadas por PVARP no determinan la sustitucién aplicada.
Estas particularidades hacen que el sistema declarativo no sea dirigido por sintaxis,
lo que es un problema para su implementacion.

Para expresar esto de una manera dirigida por sintaxis, en esta seccion se pre-
senta un sistema de tipado bidireccional con polimorfismo de efectos basado en la
instanciacion de variables de efectos.

Juicios

Al desarrollarse un sistema de tipado bidireccional, es necesario definir dos jui-
cios de tipado, uno para sintesis y otro para chequeo. Estos son:

n S .
» ['+¢= 7:Dados I'y ¢, se puede sintetizar el tipo 7 para ¢ en el contexto I,
produciendo las instanciaciones de variables de efectos 7.

o . . . .z
= ['+t<9:DadosT,ty7T,tchequeael tipo7 enI con lainstanciacién o de
sus variables de efectos. Esta instanciacion es una sustitucion de variables de
efectos por filas, y representa la captura de los efectos de ambiente.

En base a este ultimo juicio se puede definir un juicio de chequeo mds conven-
cional, que determina si un término tiene exactamente un tipo dado:

TrteT i=Crt&ETHAT = T[]

De esta manera, I' + t & 7 vale si t chequea el tipo 7 en el contexto I con una
instanciacion que, una vez aplicada al tipo 7, produce un tipo a-equivalente a es-
te. Esto garantiza que la sustitucion correspondiente a esta instanciacién no aporte
informacién adicional sobre el tipo 7.

Instanciacion de variables de efectos

En el tipado bidireccional suele ser necesario comparar un tipo que estd siendo
chequeado con uno sintetizado para el mismo término. Para estas comparaciones se
dan dos relaciones de instanciacién de variables de efectos, una para filas de efectos
y otra para tipos.

La primera —&; l>(<1rR &», definida en la Figura toma dos filas de efectos
(&1 y &) y devuelve la sustitucién o que captura las instanciaciones necesarias para
unificar estas dos filas en una nueva, que contiene todas las operaciones de ambas.
Para esta definicién se nota con Aj \ A, a la diferencia de conjuntos.

Similarmente, la segunda relacién, 7 DZ-T T2, toma dos tipos (71 y 72) y devuel-
ve la sustitucién o~ que contiene las instanciaciones de variables de efectos necesarias
para unificar las filas de efectos presentes en estos dos tipos. Para su definicién, pre-
sente en la Figura [3.9] se simboliza con BT a los tipos base, es decir, bool, unit,
naty empty.
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E =& (A | 1) # (A | )

(1 [l 800\AL [ 1, o A\A2 | ']
E i & (Ar|u) g (Az | u2)

Figura 3.8: Relacién de instanciacion de variables de efectos para filas.

[on] , (o) ’ a3 ,
A > A Clo1] »; C'[o] Elooz] i E'o107]
010203

A—>CE) A - CHE)

C vy C' Eloy] w Eo]

0102

BT i BT & W e

C ¢ Dloy] = D'[or]
o3 o4
Eiloyoa]l i Ejlooa] &loyoaos]  x Ello02073]

T1020304

C&1) = D&)  »p  C(E)) —> DYEY)

Figura 3.9: Relacion de instanciacion de variables de efectos para tipos.

De esta forma, la segunda relacién permite propagar las instanciaciones de varia-
bles de efecto sobre los tipos, chequeando ademds que ambos coincidan estructural-
mente.

Reglas de tipado

Para auxiliar la definicion de las reglas de tipado, se introduce una funcién add(&E, Op) =
v. Esta toma una fila & y una operacién Op y devuelve la sustitucidén necesaria (y)
para agregar Op a &. Su definicién es:

(] OpeA

dd({A ,0p) =
addi(@ Th-op) {[/JH(Oplu’ﬂ op ¢ A

Adicionalmente, la funcién ren toma un conjunto de variables de efecto y retorna
una instanciacion que sustituye cada una de ellas por una nueva variable fresca.

En la Figura [3.10] se definen las reglas de tipado. Las reglas que corresponden
al tipado de valores de tipos base son triviales. A continuacion se presentan algunas
aclaraciones sobre las restantes:

Var Para sintetizar el tipo de una variable monomérfica en efectos perteneciente al
contexto se retorna el tipo correspondiente.
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PVar

VAL

CS

ANNO

App

Fun

Ir, MATCH

Hanp

WitH

LET

Un esquema de tipo se instancia renombrando sus variables de efectos cuanti-
ficadas con variables frescas.

Una vez sintetizado el tipo de e, se retorna un tipo computacién con una varia-
ble de efectos fresca.

Permite chequear un tipo que puede ser sintetizado, médulo instanciaciones.
Esta regla se aplica inicamente a los términos que no cuentan con otra regla
de chequeo, por lo que no se rompe la direccidn por sintaxis del sistema.

La anotacion de tipos es necesaria para algunas construcciones cuyos tipos
solo pueden ser chequeados. Se suponen frescas las variables de tipos de las
anotaciones.

Al sintetizarse el tipo de una aplicacién de funcidn, se debe aplicar la instan-
ciacién de variables de efectos capturadas en el chequeo. Las instanciaciones
n se propagan al contexto para el chequeo.

El tipo de una abstraccién solamente puede ser chequeado.

Se chequea que el tipo de la expresion sea correcto. Luego, se sintetiza el ti-
po correspondiente a la primera rama y se lo utiliza para chequear el tipo de la
segunda, propagando en el contexto las instanciaciones de 1. El tipo que se sin-
tetiza es el de la primera rama luego de aplicar las instanciaciones resultantes
del chequeo.

Para la invocacién de una operacion, se chequea el tipo del pardmetro y luego
se sintetiza el de la continuacién. Por tltimo, se computa la instanciacién ne-
cesaria para que la operacion esté presente en la fila de efectos. El tipo de esta
computacion es el resultante de aplicar ésta al tipo sintetizado para la conti-
nuacion.

Las hipétesis de esta regla se dividen en cuatro partes. En primer lugar se veri-
fica que no haya més de una cldusula para cada operacién, para que la aplica-
cién de un handler sea determinista. Luego se comprueba que las operaciones
adicionales de A también se encuentren en A’. En tercer lugar se chequea el
tipo de la computacion correspondiente al caso de val , capturando instan-
ciaciones 0. Finalmente, para cada Op; manejada por el handler, se chequea
el tipo de c¢;, capturando o-;. En estos chequeos se aplican las instanciaciones
9,' L=0001...07.

Es similar a App. En el chequeo de ¢ se capturan las operaciones no manejadas
ni declaradas por el handler en o, para luego anadirlas en el tipo resultante por
medio de la aplicacién de esta instanciacion.

En primer lugar se sintetizan el tipos de c;. Posteriormente se hace lo mismo
con ¢y, propagando las instanciaciones de la primera en el contexto. Luego,
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se unifica la fila del primero con la del segundo, generando una instanciacién
o. Por ultimo, se devuelve el tipo generado para ¢, luego de aplicar dicha

instanciacion.
. :VuAel ren(i1) = i
xX:A ; r VAR f H . (ﬁ) P PVar Tre> I:at Suce
l'rx=A I'r f=Alpl] I'+ succe = nat
0 TRUE 7. FALSE 0 ZERO
I' + true = bool I'+ false = bool I'0 = nat

n a o
IF're=>977 T’ =y T =
W r 71l s - Unit TrrteT ;7' T o] -
TrteT I+ ()= unit Tr@:T) = Tlol

TFe 2 A— CE) F[r]]l—eZg:AAPP T ox:Are& @)

o - Fun
T'ke ey = CEo] I'rfunx > c & A - C(E)

Freebool Tre = CE) r[nnczéa&l
F

Tk ifethenc else ¢y = C(E)[or]

Freenat  Treo=CE Tyl x:nat ke & CE)

i MarcH
'+ (matchewithO B ¢y | succx ) = C(E)o]

Op:Aop > Bop€S TreeA, ([y:By)rc=AE  addE 0p) =y o
P
TFOpe(y.c)2 AE)y]

{Op; # Op iz A\{Opr, c A Iox:iAre, & B | )
{Op,- Ao BieX (T, x:As k:Bi— BN | w6+ ci & B |y>[e,4]}l
% = Hanp
[+ handler val x > ¢,, {Op; xk > ¢}, & AA | ) — B(A' | 1)
Thheo AE) — BE)Y Tk c & AE) FrebaA
= WitH — VAL
[+ with /#handle ¢ = B(E)[o] [k val e = A
m - m o
'k = A& Ilml, x: YuAr o = B(E) E1lm] =z & Ler

I'tletx:= ciinc mgg B{&Ex)[o]

Figura 3.10: Reglas de tipado bidireccional.

Ejemplos

Se mostrara el tipado de los mismos ejemplos usados para el sistema declarativo.
Esto permite apreciar los puntos en comun entre ambos y entender los mecanismos
que garantizan la implementabilidad del bidireccional.
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Nuevamente se divide el primer ejemplo en dos partes: el tipado de la funcién
apply y el de la aplicacién apply crash. Para el primero, se nota con I'; al contexto
con la asignacién f : unit — unit(u). Esta primera derivacién se muestra en la
Figura[3.11]y corresponde a chequeo, ya que se trata de la definicion de una funcién.

i Var [
I F f=unit - unit(u) I'i+() & unit

PP
Tr £ O S unit unit(u) M unit(u) .

s
£iunit - unit( - £ () & unit)

0 Fun
-Ffun f - f() & (unit —» unit{u)) — unit(u)

Figura 3.11: Tipado de la funcién apply.

Ademds, como no se producen instanciaciones, se tiene que

-Fapply & (unit — unit(u)) — unit{u)

La segunda parte, presente en la Figura [3.12] muestra la sintesis del tipo de
apply crash.

I'::= apply : (unit - unit(u)) — unit(u),
crash : unit — unit(Throw | u")
71 = unit — unit{u)
T3 = unit — unit(Throw | u")
o = [u > (Throw | up), 1 = (u1)]

Var

[
VagD I+ crash = 7> T iy T cs

T vFapply g (unit — unit(u)) — unitu) T+ crash & T

= App
I'+ apply crash = unit(Throw | ;)

Figura 3.12: Tipado del término apply crash.

El siguiente ejemplo corresponde al tipado de la aplicacién de un handler que
cuenta el nimero de llamados a Print de un programa. Su derivacion se encuentra

en la Figura[3.13]
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Sean

') 2= x:unit, k:nat — nat{u;)
p1 = [ue (upl

o1 n= [y o (us), po o (ps)l

7 :=unit(Print | u) —» nat{u)
T ::=

.: App : 0 VaL -

1
I'y F k() = nat{u) I'; + val (succ y) = nat(uz) (1) e (u2) Ler

[
v I''+lety:= k()inval (succy) 3 nat{us) nat(us) »; nat{us) c
AL =
x:unit+valO MW nat{u) I''Flety:= k()inval (succy) il nat{u;) -
AND
h " unit(Print | gy —» nat{u)
oo Anno

“Fh:7 = unit(Print | u3) — nat(us)

nu=pi1oy = [pe (us), e (s), w - (us)]

Y1 == [ug > (Print | us)]

02 = [us o (ue), 43 > {ue)]
en:

T

L

S S : Vv,
F7enat z-unitrvalzo unitqu) | add(us),Print) = yi

-+ Print 7 z.(val z) z unit(Print | us)

Or
unit(Print | us) sy unit(Print | us) o

CFh:T S unit(Print | u3) — nat{us)

Y102

-FPrint 7 z.(val z) < unit(Print |u3)

WitH

102

-+with (h: 7 )handle Print(7) = nat(ue)

Figura 3.13: Tipado bidireccional de un handler.

S

S
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3.5. Correspondencia de ambos sistemas

Hasta ahora se tienen dos sistemas de tipos para Alef: uno declarativo sobre el
cual se enuncia la seguridad y otro bidireccional que corresponde a la implementa-
cién concreta. Para garantizar que lo demostrado sobre el primero vale también en el
segundo, en esta seccion se establece una correspondencia entre ambos.

Consistencia y completitud

La correspondencia mencionada anteriormente se divide en dos teoremas: uno
que lleva del sistema bidireccional al declarativo (Consistencia) y el otro en el sentido
inverso (Completitud). Con estos dos teoremas es simple extender el resultado de
seguridad al sistema bidireccional.

Teorema 2 (Consistencia). VI, ¢t 7, 0, n
Crt&ET —To]F o] : Tlo]) A
(Crt= T — Tyl -] : T)

Corolario 1. VI, ¢ T
-t —TI'vt: 7

Se introduce la notacién I', 7 C I'p, 7, para abreviar I'1,z : 71 C I,z : T2
donde z es una variable que no pertenece a I';.

Adicionalmente se dice que un término ¢ esta suficientemente anotado, y se no-
ta SA(?), si todos sus sub-términos de la forma fun x — ¢ o handler val x +—
¢y, {0p; x k = ¢;}_, que no sean argumento de una funcion se encuentran anotados.

Teorema 3 (Completitud). VI, ¢, T
The:T ASA(H) — 0,7 (Trt= T AT, T CT,7)V (5)
Ao Trt &ET ALT = [, T)lo)) (6)

Corolario 2. VI, ¢, T
IF'rt: T ASAG) =T rteT

El teorema de se extiende al sistema implementable de la siguiente
manera. La Preservacion del sistema bidireccional se presenta en base al juicio de
chequeo final, ya que este es el que se usa en el top-level y su formulacién es la mas
simple.

Sea 7 un término tal que existaun ¢’ paraelquet ~» ¢’ yI, 7 talesque'F t & T
Como ¢ evalda a otro término, ¢ es una computacion, por lo que cuenta con regla de
sintesis. Luego, por Lema[I0} se tiene que SA(#) y por Lema|[I1] SA(7').

Luego, se alcanza la Preservacion en el sistema bidireccional de la siguiente ma-
nera:
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FrteT vt <7
Consistencia Completitud
Cre: T —> T'+7:T

Preservacion

Para teorema de [Progreso| se procede de una manera similar, efectivamente ex-
tendiendo el resultado de seguridad del sistema declarativo sobre el bidireccional.

Teorema 4. El sistema de tipos bidireccional es seguro.



Capitulo 4

Comparacion con otros sistemas

A continuacién se presentard una comparacion de Alef con tres de los principales
lenguajes con sistemas de efectos nombrados en el Capitulo[1} Eff, Frank y Koka. Se
eligieron estos tres porque, ademds de ser los lenguajes sobre los cuales més trabajo
se ha realizado sobre efectos algebraicos, cada uno de ellos ha influenciado el disefio
de Alef en cierta medida.

Por qué no inferencia?

Antes de comenzar las comparaciones, se hace un breve comentario acerca de
la distincién entre inferencia y chequeo de tipos, y la razén por la cual se eligié la
segunda en Alef.

Dos de los sistemas con los que se compara, Koka y Eff, cuentan con sistemas de
inferencia de tipos y efectos (en el caso de Eff, no forma parte de la implementacion).
Estos sistemas evitan por completo la necesidad de anotaciones de tipo por parte del
programador. Sin embargo, para esta tesina se optd utilizar la técnica de chequeo
bidireccional principalmente para concentrar la atencién en control de los efectos,
ya que la inferencia de tipos valor es un problema independiente, con soluciones
establecidas.

De todas maneras, la version de tipado bidireccional desarrollado para Alef es
capaz de sintetizar la informacién de efectos, por lo que extenderlo para implementar
inferencia no deberia traer mayores complicaciones.

4.1. Eff

En primer lugar se establecerd una comparacién con Eff, ya que es el lenguaje
sobre el cual se basa Alef. En particular, el lenguaje de esta tesina deriva directamente
de Core Eff [3]].

Si bien la definicién de los tipos de Alef sigue la de los de este sub-lenguaje de
Eff, estos se diferencian en cdmo se establece el polimorfismo de efectos. Eff utiliza
subtipado de efectos, mientras que en Alef se usan filas de efectos. Esta distincién

37
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tiene consecuencias semdnticas, ya que el enfoque usado en esta tesina resulta en
tipos mds expresivos.

Para ver esto en concreto, se vuelve a los ejemplos de la Seccién[3.2]en el cual se
introducen las funciones de alto orden:

ignore : (unit — unit(u;)) — unit(uy)

ignore ::= fun f — val ()

apply : (unit — unit{u;)) — unit{u;)
apply :=fun f— f ()

Figura 4.1: Ejemplo de funciones de alto orden.

Como se mostrd antes, la posibilidad de usar distintas variables de efectos per-
mite diferenciar a nivel de tipos estas funciones. De esta manera, los tipos permiten
expresar que apply tendrd los mismos efectos que la funcién que toma como argu-
mento, mientras que los efectos ignore son independientes.

En contraste, en Eff ambas funciones tienen el tipo

(unit — unit!®) - unit!Q

haciendo imposible esta distincién.

Otra diferencia entre los tipos de estos lenguajes radica en que el sistema decla-
rativo de Eff describe instancias de efectos. Se decidié dejar de lado estas para el
desarrollo de Alef, ya que el manejo de su generacién dindmica complica significa-
tivamente el tipado de efectos (por lo cual tampoco se incluyen en Core Eff) y las
instancias estdticas no aportan semanticamente nada, simplemente pueden conside-
rarse renombres de las operaciones.

Teniendo en cuenta estas diferencias, las reglas del sistema declarativo de Alef
tienen una estructura similar a las de Eff, en particular a su presentacion en el tutorial
de Pretnar [27]]. En ambos, la inica forma de promover la informacién de efectos de
un término es por medio de la regla para computaciones puras, evitando la necesidad
de subtipado y, por ende, resultando en un sistema mds simple.

Adicionalmente, Pretnar [[28]] describe un sistema de inferencia de tipos y efectos
que consiste en una versién implementable del anterior. Sin embargo, este no forma
parte de la implementacion actual de Eff. Este sistema de inferencia estd basado en la
recoleccidn de restricciones que, luego del tipado, son resueltas por una funcién de
unificacién. Ademads, se extienden los tipos con pardmetros de tipos, pardmetros de
region (que capturan informacién de las instancias de efectos), y un dirt parameter,
que cumple la funcién de la variable de efectos en un sistema con polimorfismo de
filas, pero al ser tinica no afiade la expresividad mencionada anteriormente.
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Estas extensiones, especialmente las restricciones, complejizan significativamen-
te los tipos del sistema. Esto no solo hace més dificil razonar sobre este sistema, sino
que también dificultan su interaccién con el usuario. Si bien se presentan mecanismos
de simplificacion de restricciones, resulta necesario descartar algunas de estas para
poder mostrar los tipos inferidos, comunicando tipos menos precisos. Este sistema
de efectos de Eff no incorpora una construccién para anotar el tipo de un término, lo
cual, a pesar de no ser necesario por contar con inferencia, puede ser 1til en la practi-
ca. La complejidad de los tipos seria una barrera para afiadir anotaciones de tipo al
lenguaje, ya que los usuarios deberian escribir los tipos con todas las restricciones.

En cuanto a la implementacion concreta de estos sistemas, no es posible hacer
una comparacién puesto que la versioén de Eff disponibleE] no cuenta con un sistema
de tipos. Esto se debe a que ninguno de los sistemas implementables de Eff logré
incluir el comportamiento de las instancias dindmicas, que son parte del lenguaje.

4.2. Frank

Como se introdujo en la Seccién[I.1] Frank [19] es un lenguaje funcional aplica-
tivo que introduce una variante de los handlers descriptos originalmente por Plotkin
y Pretnar [24]. Esta consiste en generalizar las funciones y los handlers a una tnica
abstraccidn, llamada operador, que puede manejar multiples computaciones impuras
a la vez, convirtiéndose en multihandlers.

En contraste a Alef, que cuenta con handlers profundos, Frank usa handlers su-
perficiales. La diferencia de estos respecto a los primeros es que al ser aplicados,
solo manejan un paso de la computacion. En concreto, en la semantica del manejo
de una operacién por un handler superficial no se vuelve a aplicar el handler sobre
la continuacion que captura el resto del programa. Otra manera de ver la diferencia
entre estos tipos de handlers consiste en que los profundos representan un fold sobre
el arbol de la computacién que maneja, mientras que los superficiales son analogos a
hacer andlisis por casos sobre su raiz.

A pesar de que el uso de handlers superficiales simplifica la escritura de ciertos
programas, los profundos se comportan de manera més regular y su semdntica de fold
hace que sea mas facil razonar sobre ellos. Adicionalmente, las implementaciones de
handlers profundos suelen ser més eficientes [13]]. Estas variaciones que introduce
Frank también se ven reflejadas en sus tipos. Para incorporar estas variaciones, en
particular los multihandlers, los tipos de Frank se alejan de la formulacién original
de Plotkin y Power. Como consecuencia, se pierde en cierta medida la semdntica
denotacional de tipos basada en la teoria presentada en la Seccién

Para contar con polimorfismo de efectos, Frank usa una variante de polimorfismo
de fila similar a la usada en Alef, pero en Frank se busca evitar escribir la variable de
efectos en el cédigo. Para esto, se introduce azicar sintactico que incorpora variables
frescas a los tipos. Sin embargo, esto no se puede evitar del todo, ya que esta elabo-

'Disponible en https://github.com/matijapretnar/eff/,
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racién automdtica no puede distinguir la diferencia seméntica vista en la Figura 4.1
de la seccidn anterior.

Los sistemas de tipado tanto de Frank como de Alef se basan en la técnica bi-
direccional, pero no de la misma manera. La principal diferencia radica en que en
Frank la informacion de efectos siempre fluye “hacia adentro”, es decir, siempre es
chequeada, por lo que debe ser llevada de manera adicional en ambos juicios de ti-
pado. En cambio, en Alef toda la informacién de efectos se encuentra en los tipos y,
en consecuencia, es chequeada en el juicio de chequeo y sintetizada en el juicio de
sintesis. Si bien la primera alternativa puede ser mas simple de formular, requiere de
tipos mds gruesos y la segunda obtiene mejores mensajes de error, ya que permite
mostrar el tipo con efectos sintetizado junto al que se chequea.

Para ver puntualmente cémo la alternativa usada en Frank requiere tipos mas
gruesos, se vuelve al ejemplo de las funciones de alto orden de la seccion anterior. Si
se quisiera tipar la aplicacion ignore (1_.0p()), el tipo con el que se deberia declarar
ignore tendria que ser andlogo a

(unit — unit(Op | k1)) — unit{uy)

Esto se debe a que en Frank no es posible instanciar u; a (Op|u/) en el tipado y pro-
pagar esta instanciacion “hacia afuera”. Esto se ve claramente en la regla de cambio
de modo, en la que para chequear con un tipo 7~ un término para el cual se sintetiza
el tipo 7, se requiere que 7 y 7 sean exactamente iguales.

Sin embargo, la implementacion de Frankﬁ soluciona estos inconvenientes intro-
duciendo un mecanismo de unificacién que reemplaza esa igualdad de tipos. De esta
manera, la implementacion permite propagar informacion de tipado “hacia afuera”,
diferenciandose de su planteo tedrico. Si bien esto logra simplificar las anotaciones,
y en particular hace que la implementacion de Frank acepte el ejemplo de ignore
con el mismo tipo que en Alef, este mecanismo no se incluye dentro de lo formu-
lacién tedrica del sistema de efectos de Frank, como si se hace con la relacion de
instanciacién pq; en Alef.

4.3. Koka

El lenguaje Koka [17, [18]], a diferencia de los dos anteriores y Alef, no se di-
sefd originalmente en base a la teoria de efectos algebraicos, sino que los conceptos
derivados de esta se introdujeron posteriormente. Por esta razén se pueden notar sig-
nificativas diferencias entre Koka y el resto de estos lenguajes, en particular en sus
tipos.

En primer lugar, la mayor distincién entre los tipos de Koka y Alef es que el
primero no cuenta con tipos computaciéon. En cambio, la informacién de efectos de
Koka siempre se encuentra en el tipo de las funciones, ya que la aplicacion de estas
son el tnico punto en el cual se pueden invocar operaciones en este lenguaje.

Disponible en https://github.com/frank-lang/frank,
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Esta distincién cobré importancia una vez que Koka incorpor6 partes de la teoria
de efectos algebraicos. Su versién inicial [[17] solo consideraba efectos intrinsecos
del lenguaje, no efectos definidos por el usuario. Por esto, no contaba con handlers
generales, sino que cada efecto tenia un destructor especifico. Una versién posterior
[18] extiende Koka afiadiendo un mecanismo para manejar computaciones, junto a
azucar sintictico que permite escribir handlers mediante funciones. Sin embargo, los
tipos de Koka no se modificaron al incorporar esto y los handlers, en vez de tener un
constructor de tipos que asocia un par de tipos computacién (de la forma C — D),
se codifican mediante tipos funcién andlogos a (unit — C) — (unit — D).

Todo esto tiene como consecuencia que Koka abandona la seméntica denotacio-
nal categérica de tipos basada en el desarrollo introducido en la Seccién 2.2] perdien-
do la claridad conceptual que esta provee para el razonamiento sobre programas.

Koka implementa polimorfismo de efectos incorporando filas de efectos en sus
tipos. Si bien estas fueron la base de las usadas en Alef (por lo cual los tipos de ambos
son igual de expresivos), se diferencian en que las de Koka permiten la duplicacién
de un efecto en una fila. Permitir esto, ademds de simplificar la implementacién de
la unificacién, es necesario en este lenguaje ya que sus construcciones son exclusi-
vamente “eliminadores de efectos”. Esto significa que sus funciones y handlers solo
pueden remover efectos del tipo y no agregar efectos. Entonces, por ejemplo, si se
tuviera un handler de excepciones que a su vez pueda lanzar estas mismas, el tipo de
la computacién de entrada deberia tener duplicado este efecto, para que pueda estar
en el tipo de la computacidn salida.

La duplicacion de efectos también se utiliza en Koka para la construccién inject,
que permite encapsular efectos, asumiendo otro significado distinto. A pesar de la
utilidad préictica de permitir efectos duplicados, estos no cuentan con una semantica
clara, reforzando la diferencia con Alef respecto a la semdntica de sus tipos.






Capitulo 5

Implementacion

A continuacién se introduce la implementacién de Alef, la cual se nota Alef. Esta
fue desarrollada en el lenguaje de programacién Haskell, siguiendo la formalizacién
presentada en el capitulo anterior.

Este capitulo se organiza de la siguiente manera: en primer lugar se describe la
estructura del cédigo fuente, luego se introduce el azidcar sintactico utilizado para
simplificar la escritura de programas, seguidamente se presentan ejemplos concretos
y para concluir se muestran los casos de prueba generados.

El cédigo fuente de esta implementacién se encuentra disponible en el reposito-
rio: https://github.com/antoniolocascio/Alef/.

5.1. Estructura del cédigo

Para comenzar se presenta en el Cuadro [5.1|una sintesis de la estructura general
del cédigo fuente. Después de esta, se provee una descripcion mds detallada de los
componentes principales del mismo.

Términos

Los tipos de datos que describen la sintaxis abstracta de Alef se definen en el
mddulo AST, y se presentan en el Cédigo [5.2] Siguiendo la gramatica formulada en
el Capitulo 3| los términos (Term) se dividen en dos categorias: expresiones (Exp) y
computaciones (Comp).

Para cada construccién sintéctica se provee el constructor del tipo que corres-
ponde. Las cldusulas de un handler se describen mediante una lista cuyos elementos
tienen una operacion, dos variables (x y k) y una computacién c;. La llamada a una
operacion, ademas de esta tltima, requiere una expresion para su parametro y una
variable y una computacién para la continuacién. El resto de los constructores son
triviales.
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Moédulo Descripcion

Utilidades Error Define la clase Fallible que describe
computaciones que pueden fallar.

Set Define una interfaz para manipular conjuntos.

Unique Define la clase UniqueGen, que provee una
operacién que devuelve un valor nuevo cada
vez que se la llama.

Substitution Define las sustituciones de manera generali-
zada. El tipo Substitution k v correspon-
de a las sustituciones de valores de tipo k por
valores de tipo v.

Sintaxis AST Define el tipo de datos Term que se utiliza pa-
ra representar los términos de Alef.

Types Define los tipos de Alef, representados por el
tipo de datos Type.

EffectRow Describe la representacion y manejo de filas
de efectos.

FreshVars Introduce la clase FreshGen, que incluye una
operacion que devuelve una variable de efec-
tos fresca.

Tipado RowUnification Implementa la instanciacidén de variables de
efecto.

TypeChecker Concretiza las reglas del sistema bidireccio-
nal, contando con una funcién para sintesis y
una para chequeo.

Evaluador Eval Implementa la relacién de evaluacién en base
a la semdntica operacional.

TopLevelOps Proporciona el manejo de operaciones por el
entorno.

Parser Lexer Define el analizador 1éxico de Alef.
Parser Define el parser del Alef.

Printer PPAST Funcién de impresion de términos.
PPTypes Funcién de impresién de tipos.
PPSubstitution Funcién de impresion de sustituciones.

Azicar SugarTypes Define tipos usados en el médulo Sugar.

Sintactico Sugar Desarrolla la elaboracién de la Seccion

Cuadro 5.1: Estructura de la implementacién de Alef.
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data Term = E Exp | C Comp

data Exp where
EVar ::Var -> Exp

ETrue ::Exp
EFalse: :Exp
EZero ::Exp
ESucc ::Exp -> Exp
EUnit ::Exp
EFunc ::Var -> Comp -> Exp
EHand ::Var -- val x
-> Comp -- cv
-> [(Operation -- op
, var -- x
, Var -- k
, Comp -- ci
)]
-> Exp

EAnno ::Exp -> VType -> Exp

data Comp where
Cval ::Exp -> Comp
COp ::Operation -> Exp -> Var -> Comp -> Comp
CWith ::Exp -> Comp -> Comp
CApp ::Exp -> Exp -> Comp
CIf ::Exp -> Comp -> Comp -> Comp
CLet ::Var -> Comp -> Comp -> Comp
CMatch::Exp -> Comp -> Var -> Comp -> Comp
CAnno ::Comp -> CType -> Comp

Cédigo 5.2: Tipos de datos que definen el AST.

Tipos

En primer lugar es necesario tener una representacion de las filas de efecto, que
estaran presentes en el tipo de las computaciones. Para ello se hace uso de la obser-
vaci6n planteada en el Capitulo 3] que indica que una fila en Alef puede verse como
un conjunto de operaciones junto a una variable de efectos. El Cédigo [5.3] muestra
en concreto esta representacion.

type Delta = Set.Set Operation
type EffRow = (Delta, EffVar)

Cédigo 5.3: Representacion de las filas de efectos.
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Los tipos tienen un tratamiento similar a los términos. Estos, descriptos por el
tipo Type estdn compuestos por tipos valor (VType) y tipos computacién (CType).

data Type = VT VIype | CT CType

data VType where
TBool ::VType
TNat ::VType
TUnit ::VType
TEmpty: :VType
TFunc ::VIype -> CType -> VType
THand ::CType -> CType -> VType

data CType where
TComp ::VType -> EffRow -> CType

Cadigo 5.4: Representacion de tipos.

Sistema de tipado

El médulo TypeEnv define una clase con el mismo nombre para representar el
entorno de tipado y la signatura de efectos. En ella se definen las operaciones de
biisqueda del tipo de una variable en el entorno, de buisqueda del tipo de una opera-
cién en la signatura y de extension del entorno.

Para poder definir las reglas de tipado, se debe primero implementar las operacio-
nes de instanciacion de variables de efectos pq; y b, . Los tipos de estas se presentan
en el Cédigo y las funciones se encuentran en el médulo RowUnification. La
Unica diferencia con la definicién conceptual es que instTypes ademds toma un
término que se utiliza para mejorar los mensajes de error.

instRows
(FreshGen m, Monad m)
=> EffRow
-> EffRow
-> m (Substitution EffVar EffRow)

instTypes
(FreshGen m, Monad m, Fallible m)
=> Type
-> Type
-> Term
-> m (Substitution EffVar EffRow)

Cédigo 5.5: Tipos de las operaciones de instanciacién.
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Con todo esto es posible definir las funciones que implementan los juicios del
sistema de tipado bidireccional. Como se menciond previamente, se introduce una
funcién para cada juicio. Todas estas se definen en el médulo TypeChecker, en
el que ademds se define una clase con este mismo nombre que tan solo agrega las
restricciones de Fallible, Monad y FreshGen.

synthType
(TypeChecker m, TypeEnv e)
= e
-> Term
-> m (Type, Substitution EffVar EffRow)

checkTypeS
(TypeChecker m, TypeEnv e)
= e
-> Term
-> Type
-> m (Substitution EffVar EffRow)

Cddigo 5.6: Tipos para las funciones de sintesis y chequeo.

La funcién synthType corresponde al juicio de sintesis I' F ¢ % 7. Como
puede apreciarse en el Codigo su tipo refleja que en este caso I' y ¢ son entradas,
mientras que 7y 17 son potenciales salidas.

En el caso de checkTypeS, que implementa I + ¢ ET , se tiene que 7 también
es una entrada, mientras que la sustitucion o es la Unica salida generada, de no fallar.

Una ventaja del sistema de tipado bidireccional es que las definiciones de estas
funciones son una traduccion directa de las reglas. Por ejemplo, se toma la regla App:

ThreimA—CE Tplres&A
ke e = C(E)0]

PP

Su implementacién se presenta en el Codigo Esta primero sintetiza el tipo
de e;. Si este corresponde a una funcidn, chequea el de e, y devuelve el nuevo tipo
sintetizado junto con la composicién de las instanciaciones.

En este punto se introduce la tinica diferencia significativa de la implementacién
respecto del formalismo presentado en el capitulo anterior. Para simplificar el me-
canismo de chequeo de tipos, la implementaciéon mantiene un invariante mds fuerte
acerca de las instanciaciones. Esto se refleja en el juicio de chequeo final, cuya defi-
nicién en este caso hace uso del predicado de renombre inyectivo (r7) definido en la
Seccién 3.4t

TrteT :=@Trt&T)Ari(e < FVT)

donde <« simboliza la restriccién de dominio.
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synthType tenv ctx@(C (CApp el e2)) = do
(tel, eta) <- synthType tenv (E el)
case tel of
(VT (TFunc a c)) -> do
s <- checkTypeS (apply eta tenv) (E e2) (VT a)
return (CT (apply s c), eta ° s)
_ —> throw § notAFunction (E el) ctx tel

Cédigo 5.7: Definicion de la regla App.

Esta verificacién sobre la instanciacién o garantiza que 7 = 7 [o7].

Teniendo en cuenta esta aclaracidn, la funcién que implementa el juicio' + t & T~
también se incluye en este médulo con el nombre checkType. Su definicién es una
traduccién de la formulacién anterior y se presenta en el C6digo[5.8] Nuevamente, es-
ta funcién devuelve la sustitucion producida simplemente para mejorar los mensajes
de error.

checkType
(TypeChecker m, TypeEnv e)
= e
-> Term
-> Type
-> m (Substitution EffVar EffRow)
checkType tenv t tau = do
s <- checkTypeS tenv t tau
if ri (dres s (fv tau)) renaming
then return s
else throw § notAlphaEg tau s t

Cadigo 5.8: Definicidn del juicio de chequeo.

Evaluador

Por 1ultimo, el médulo Eval implementa la semantica operacional small-step.
Esto se hace definiendo una funcién step, que describe un paso de evaluacién. Su
tipo se muestra en el Codigo [5.9] Esta ademds lleva el entorno de tipado, ya que
hay casos en los que es necesario anotar sub-términos al evaluar, y para esto se debe
contar con el tipo de las operaciones.

Adicionalmente, este médulo también define la funcidén steps, que evalda una
computacion hasta alcanzar un valor o un llamado a una operacién que no es mane-
jado por ningitin handler. Si se cuenta con el tipo de la computacién y se alcanza un
llamado a una operacion, se verifica que esta esté presente en el tipo.
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step
(Fallible m, TypeEnv e)
= e
-> Comp
-> m Comp

:: (Fallible m, TypeEnv e)
= e
-> (Comp, Maybe CType)
-> m Comp

Cédigo 5.9: Tipos de la funciones de evaluacién.

5.2. Azucar sintactico

Con el fin de simplificar la escritura de programas, se introduce azicar sintactico
para Alef. Este permite definir la signatura de efectos del programa y dividir este
ultimo en multiples declaraciones de expresiones, cada una acompaiiada por el tipo
correspondiente. Las declaraciones de expresiones son secuenciales, por lo que el
nombre que se le da a una solo puede aparecer en las definiciones subsecuentes.

Adicionalmente, en esta elaboracion se renombran las variables de tipo de cada
signatura y anotacion en el c6digo, ya que estas estdn universalmente cuantificadas
en cada anotacion por separado de manera implicita.

Un ejemplo de su uso puede verse en el Cédigo[5.10} en donde se declara primero
un handler y posteriormente el main, que debe estar presente en todos los programas
Alef al final de las declaraciones. Como puede verse en este ejemplo, la signatura
de efectos es opcional. De estar presente se debe encontrar al inicio del programa,
como muestra el Cédigo [5.13] Todos los programas Alef cuentan con la siguiente
signatura por defecto, cuyas operaciones son manejadas por el entorno:

Throw : nat — empty
Print : nat — unit
Read : unit — nat
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count : unit(Print | u) —» nat(u)
count = handler
val x — wval 0,
{Print x k —» let a = k () in val (succ a)};;

main : nat{u)
main = with count handle
(let x = Print(1l) in
let y Print(2) in
if false then Print(3) else val ()

Cédigo 5.10: count.alef

Formalmente, esta elaboracién de Alef acepta programas de acuerdo a la siguiente
gramatica:

Program ::= Signature | DecList
Signature ::= signature{OpList} DecList
DecList ::= Dec DecList | Main

OpList  ::= OpDef, OpList | OpDef
OpDef =:=0p:BT — BT
Dec n=id: A
id=¢;;
Main m=main: C
main =c¢

Donde BT son tipos base y C tipos computacion de la sintaxis de tipos de la Seccién
[3.2] e son expresiones y ¢ computaciones de la sintaxis de términos de la Seccién
Op son identificadores de operaciones que inician con una letra mayuscula e id
son identificadores de expresiones que inician con una letra mindscula.

5.3. Ejemplos

A continuacién se muestran algunos programas Alef, junto a su evaluacién. Para
comenzar se tienen los ejemplos presentados en el Capitulo[3} un handler que cuenta
el nimero de llamadas a Print de un programa y una funcién de alto orden que
aplica la funcién tomada como pardmetro.

Contando Prints

En el primero de estos, cuya implementacién corresponde al Cédigo se
define el handler count, que hace lo siguiente: si se encuentra con un valor, devuelve
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el nimero cero, si en cambio debe manejar un llamado a Print, simplemente ejecuta
la continuacion y devuelve el nimero que esta retorna adicionando uno.

El main de este programa maneja con count una secuencia de computaciones.
Al ejecutarlo, este retorna el valor 2, que es el nimero de llamadas a Print del
programa.

Funciones de alto orden

El segundo ejemplo, C6digo[5.11] define la funcién apply, que a su vez toma una
funcién £ y la aplica. Para utilizarla, se define g, que simplemente ignora su entrada
y llama a Print.

apply : (unit — unit(u)) — unit(u)
apply = fun £ —> £ QO;;

g unit — unit(Print | u)
g = fun u —» Print(1l);;
main : unit(Print | u)
main = apply g

Cédigo 5.11: apply.alef

Al ejecutarse este programa se imprime por pantalla el nimero 1 y se retorna el
valor unit.

Como se explicé en el capitulo anterior, este ejemplo muestra la importancia
del nombre de las variables de efecto en un tipo. Si en el tipo de apply se usaran
dos variables distintas, por ejemplo w; y up, el chequeador de tipos produciria un
error indicando que estas deben ser iguales. En concreto, si el programador le diera
a apply la signatura:

apply : (unit — unit(u®)) — unit{ul)

Al ejecutar el programa, se produciria el siguiente error:

Error:

Type cannot be checked, types not alpha-equivalent:
Expected type: ((unit -> unit<_mul>) -> unit<_mu2>)
Actual type: ((unit -> unit<_mu5>) -> unit<_mu5>)
For Term: apply

Que muestra que las variables de efectos del tipo de apply deben ser iguales.

Sin embargo, una funcién a la que se le puede asignar el tipo anterior se encuentra
definida en el Cédigo Este es muy similar al programa previo, pero ahora se
define una funcién ignore que ignora la funcién tomada como argumento. Por esta
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razon los efectos de £ son independientes de los de ignore, lo que se refleja en los
nombres de variables.

ignore : (unit — unit(u®)) — unit(ul)
ignore = fun f — val Q;;

g unit — unit(Print | u)

g = fun u — Print(1l);;

main : unit(u)
main = ignore g

Cédigo 5.12: ignore.alef

Estado

En el siguiente ejemplo se muestra el modelado de estado en Alef. En este caso,
el estado corresponde a un nimero entero, y se definen las dos operaciones usuales
para modificarlo: Get y Set.

El handler que maneja estas operaciones, st, toma como entrada una compu-
tacién de tipo nat que puede invocar estos efectos y devuelve una funcién de natura-
les en naturales, removiendo ambas operaciones del tipo. Esta funcién toma el estado
inicial y produce el resultado final de la computacion.

Para hacer esto, st se define en el Cédigo[5.13] de la siguiente manera. Los va-
lores se manejan con una funcién que toma el estado de la computacién y devuelve
el valor tomado. La operacion Get se maneja con una funcién que pasa el estado
actual a la continuacién, capturando el resultado de esta dltima en una funcién f, la
cual finalmente aplica. En cuanto a Set, esta se maneja con una funcién similar a la
anterior, pero que ahora al llamar la funcién £ resultante de invocar la continuacién,
se pasa el valor tomado por la operacion.

Este programa maneja con st una secuencia de computaciones en las que primero
se pone en 1 el estado, que luego es recuperado y retornado en la variable y. Al
hacerlo, se guarda en comp la funcidn resultante, que finalmente es invocada con el
estado inicial 0. Como es de esperar, al ejecutar el programa se obtiene el valor 1.

No determinismo

Por ultimo, se toma como ejemplo el modelado de la eleccién no determinista.
Para introducir este efecto, es necesario declarar la operacion Choose, que devuelve
un booleano que representa la eleccién no determinista.

En el Cédigo[5.14]se presenta un programa que hace uso de esta operacion. Este la
invoca dos veces y retorna un nimero natural que corresponde a la cantidad de veces
que esta devolvié true. Adicionalmente, se define un handler sencillo alwaysTrue,
que interpreta la eleccién haciendo que la operacién siempre devuelva true, con el
que se maneja el programa anterior. Al ejecutarlo, entonces, el valor retornado es 2.
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signature {
Get: unit — nat
, Set: nat — unit

st : nat(Get, Set | u) — (nat — nat{u)){(u)
st = handler
val x — val (fun s — val x),
{Get u k - val (fun s — let f =k s in f s),
Set x k —» val (fun s —» let £f =k () in f x)};;

main : nat(u)
main = let comp = with st handle
(let x = Set(l) in
let y = Get() in
val y)
in comp O

Cédigo 5.13: state.alef

Ademds de interpretar la operacion de eleccién con una constante, se podria que-
rer implementar un intercalamiento de decisiones, haciendo que el valor booleano
retornado cambie cada vez que esta es ejecutada.

Para lograr esto, se haré uso del efecto Estado de la seccién anterior, pero en este
caso se llevard un estado booleano. Este efecto serd lo que se conoce como efecto
intermediario, ya que cada invocacion a Choose se transformard en una computacion
que llama a Get y Set. La idea serd que, en cada invocacién en el programa de la
forma:

let b = Choose() in
Se convierta a:

let b

= Get() in
let nb = not b in
let u = Set(nb) in

De esta manera, el estado lleva el valor que serd devuelto en la préxima invocacioén a
Choose, y cada vez que se la llama se guarda en el estado el valor opuesto.

Esta transformacioén es capturada en el handler choiceToSt, presente en el Cédi-
go[5.15] Para implementar la interpretacién buscada, entonces, se componen el hand-
ler anterior y el que maneja las operaciones de estado, consiguiendo la computacién
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signature {
Choose: unit — bool

}

alwaysTrue : nat(Choose | u) — mnat(u)
alwaysTrue = handler

val x — val x,

{Choose x k — k true};;

main : nat{u)
main = with alwaysTrue handle
(let cl1 = Choose() in
let c2 = Choose() in
if cl
then (if c2 then val 2 else val 1)
else (if c2 then val 1 else val 0)

Cédigo 5.14: choicel.alef

final parametrizada por el valor del estado inicial. En este caso, al intercalarse los
valores booleanos, para cualquier estado inicial el programa retorna el valor 1.

5.4. Testing

La implementacion de Alef se validé mediante dos técnicas de testing. Por un
lado, se escribieron miltiples programas completos como ejemplo de distintas carac-
teristicas y limitaciones de este lenguaje, en particular del sistema de tipos. Estos se
encuentran en el directorio examples, donde se dividen en los casos que deben ser
aceptados y los que deben ser rechazados. El programa Unit del directorio test se
encarga de ejecutarlos y verificar que el resultado sea el esperado.

Por otro lado, el sistema también se validé de una manera sistematizada mediante
la herramienta QuickCheck [[7]. Para ello, en el médulo QCInstances se definen
instancias que permiten generar términos Alef aleatorios con sus respectivos tipos.
Esto se hace generando primero un tipo al azar, y en base a este se genera un término
que lo habite.

Si bien esto es ttil para validar el parser (Parsing) y el evaluador (Stepper),
el principal propdésito por el cual se decidié utilizar esta herramienta es validar las
propiedades de seguridad planteadas en el Capitulo 3| (Safety). Esta es la razén por
la cual solo se considera la generacién de términos tipados, ya que esta condicién es
parte de la hipdtesis de ambas propiedades.

El uso de ambas técnicas sirvid tanto para encontrar errores propios de la imple-
mentacion como para detectar problemas de las primeras versiones del sistema de
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signature {
Choose : unit — bool
, Get : unit — bool
, Set : bool — unit

st : nat(Get, Set | u) —» (bool — nat{(u)){u)
st = handler
val x — val (fun s — val x),
{Get u k —» val (fun s — let £
Set x k —» val (fun s — let £

k s in £f s),
k O in f x)3};;

not : bool — bool{u)
not = fun b — if b then val false else val true;;

choiceToSt : nat(Choose | u) — nat(Get, Set | u)
choiceToSt = handler

val x —» val x,

{Choose x k — let b = Get() in
let nb = not b in
let u = Set(nb) in
k b};;

main : nat(u)
main = let run = with st handle (with choiceToSt handle
(let cl1 = Choose() in
let c2 = Choose() in
if c1
then (if c2 then val 2 else val 1)
else (if c2 then val 1 else val ®)
)

in run false

Cédigo 5.15: choice2.alef

tipos. Es decir, el testing se utiliz6 como un paso previo a la demostracién formal de
seguridad.






Capitulo 6

Demostraciones

A continuacién se desarrollan las demostraciones de los resultados presentados
en el Capitulo3]

6.1. Seguridad

En primer lugar se elabora la prueba de la seguridad del sistema de tipos declara-
tivo. Esta depende de dos lemas principales (Preservaciéon y Progreso) que a su vez
dependen de lemas auxiliares.

Preservacion

Para la preservacion se introducen los tres lemas usuales: Exchange, Weakening
y el de Sustitucién. En estos se notara con las letras a y § tanto a los tipos como los
esquemas de tipo.

El lema de Exchange, o intercambio, simplemente establece que es posible cam-
biar el orden de las variables en el contexto de tipado sin alterar el tipo de un término.

Lema 3 (Exchange). VI, x, v, @, B, t, T
Lx:a,y:Brt: 7T — I, y: B8, x:art: T

Demostracion. Simple induccién estructural sobre la derivacion. m|

Weakening, o debilitamiento, determina que todo término tipado en un cierto
contexto también puede ser tipado extendiendo el contexto con una variable nueva.

Lema 4 (Weakening). VI, t, 7, x, « (x ¢ dom()ATFt: T — I, x:avrt:7T)
Demostracion. Simple induccién estructural sobre la derivacion. |

El Lema de sustitucién, por su parte, establece que al reemplazarse en un término
una variable por una expresion del tipo adecuado, su tipo sigue siendo el mismo.

57
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Lema 5 (Sustitucién). VI, x, A, t, T,e

ILx:Art: T ATre: A — T rixe] : TA (D)
ILx:YVuAvrt: T ATre:A—Trtlx—e]l: T (2)

Demostracion. Por induccién en la derivaciéon de tipado de ¢. Sea la tltima regla
aplicada:

UnirP. Trivial.

VarP. Se supone ', x:A+y:B(cony:Bel, x:A)yl+e:A.

Si x =y, luego también se tiene B = AAy[x — e] = e. Aplicando estas igualdades
sobre la dltima hipdtesis, se alcanza que I'  y[x — €] : B.

Si x # y, se tiene en cambio que y[x — ¢] = y Ay : B € I. Luego, por VarP,
I'rylx—e]:B.

El caso (2) es trivial, puesto que las variables deben ser distintas.

PVarP.Se supone I, x: V. Ary:B(cony:Vu.B €T, x:VuA)yIl+e: A.
Si x =y, luego también se tiene B’ = A, B = A[f] para algin 8y y[x — ¢] = e.
Como 6 solo se define sobre las variable cuantificadas universalmente en el es-
quema de tipo, se tiene que ['[0] ="y e[0] = e.

Luego, por Lemal[6] I'  y[x — e] : A[6]

Si x #y, el caso es andlogo a la regla anterior.

El caso (1) es trivial, puesto que las variables deben ser distintas.

En los casos siguientes se prueba (1), puesto que el razonamiento para (2) es
andlogo.

VaLP. Se supone T, x: Arvale; : B(E)yI'Fe: A.

Por hipétesis inductiva, se tiene que I'  e;[x — ¢] : B. Aplicando a esto VAL, se
alcanza finalmente que I' +- (val ey)[x — e] : B(E).

FunP. Se tiene como hipétesis que la derivacién de 7 tiene la forma:
ILx:A, y:Brc:C
INx:Arfuny—c:B—

C FunP

yque '+ e: A. Ademas, se supone que x # y Ay ¢ dom(I).
Aplicando el Lema [3]sobre la hipétesis de la derivacion, se alcanza

ILy:B,x:Arc:C
Por hipétesis y Lemad] se tiene I', y : B + e : A. Finalmente, aplicando la hipéte-

sis inductiva sobre estas ultimas dos, se obtiene I', y: B + c[x — e] : Cy, por
FunP, vale T - (funy— o)x—e]: B> C.

AppP. Se tiene
I'Nx:Are: B> C I x:Arey: B
I x:Avrejer: C

AppP
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yIFe:A.
Aplicando la hipétesis inductiva sobre las sub-derivaciones, se tiene:
I'rei[x—e]l:B>CATFey[x—e]:B
Usando estas dos como hipétesis de ArpP, se alcanza T + (e1 e)[x—e]: C.

OrP. Se tiene que la derivacién de ¢ tiene la forma

Op:Ay,, = B,p €X [x:Arer: A, I x:A, y: B,y t+c:C(E) Opeé&
I x:ArOpe; (v.c): C(E)

yquel Fe: A. Ademads, se supone que x # y Ay ¢ dom(I').

Aplicando la hipdtesis inductiva sobre la primera sub-derivacion, se obtiene
I'+e[x = e]:A,, Conunrazonamiento similar al de FunP, se puede aplicar
Exchange a la otra sub-derivacion y Weakening al tipado de e para poder utilizar
la hip6tesis inductiva y alcanzar I', y : B, + c[x  e] : C(E).

Con estos resultados, se puede finalmente aplicar OpP y obtener

I'FOpe; (.o)lx = e]: C(E)

AnnoP. Se tiene que la derivacién tiene la forma

ILx:Avt: T D
Lx:ArG:7):7 Ao

yquel'Fe: A
Aplicando la hipétesis inductiva sobre la sub-derivacién obtiene que:

I'ttlx—e]l: T
Luego, aplicando AxnoP, se tiene que

IF'r@:Nx—el: T

WitsP. Razonamiento andlogo al caso AppP.
HanpP. Razonamiento andlogo al caso FunP.

Ler. Razonamiento andlogo al caso OpP.

En base a estos lemas, se prueba la Preservacion de tipos.
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LemalT|(Preservacién). YT, T, ty tales que T vt : Tyt~ ', vale que T+t = T.
Demostracion. Por induccion en t ~» ¢, Si el dltimo paso de evaluacion es:

= (fun x > ¢) e ~» c[x — e]. Por hipdtesis, deben existir tipos A y C tales que
valga la siguiente derivacién de tipado:

I,x:Arc:C o ®
[+rfunxoc:A>C TN Tre:a
I'r(funxm—c)e: C

AppP

Por (1), @y el Lema de Sustitucion, se tiene que
Nrcelx—e]l:C

= with /4 handle (val e) ~» ¢,[x — e]. Similarmente al caso anterior, deben
existir los tipos A y B para los que vale:

I'x:Avrce,: B ... b Tre:A
I'rh:A—> B Hanp I'rvale: A
I' - with hhandle (vale): B

VarP
WitaP

Por (1), @)y el Lema de Sustitucién, se tiene que

IF'relx—e]l: B

= with 2 handle (Op; e y.c) w cjlx > e,k — funy — with A handle c], con
Op; € {Op,-}f.‘zl. Ademas, deben existir tipos A(E) y B(E’) para los que vale:

®© @ ®
I, x:Aj, k:Bj > B(&)rc;:B ... HoP LFEA [,y:Bj+c:AE)
Q) T+h:AE) — BE) T+Opjey.c:AE)

I' - with h handle (Op; e y.c) : B(E')

OrP

WitnP

Por @ setiene I, y: B; ¢ : A(E). Esto junto a @ y la regla WitHP garantiza
que valga
I', y: Bjrwith hhandle ¢ : B(E')

Aplicando FunP, se alcanza
@) '+ funy > with hhandle ¢ : B; — B(E)

Por dltimo, aplicando el Lema de Sustitucién sobre @ dos veces, primero con
@ y luego con @, se obtiene

['Fcj[x e,k funy— with h handle c] : B(E')
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» with i handle (Op; e y.c) »» Op; e (y.with i handle c), con Op; ¢ {Op,-}i.‘zl.
Por hipétesis, deben existir tipos A(E) y B(E’), tales que valga la derivacion:

@ Tre:A;  T,y:Bjrc:A®E)
I'rh:AEY > BE) ['+0pjey.c:AE)
[+ with 2 handle (Op; e y.c) : B(E")

orP

WitHP

Ademds, por HanpP, Op ;j € &. Luego, es posible construir la siguiente deriva-

cién:
@ + Weakening @
©) [,y:Bjrh:AE —» BE) T,y:Bj+c:AE) o
Tre: A I,y:Bjrwithhhandlec: B&) With
T+ Op; e (ywith / handle c) : B(E') Or

= with 4 handle ¢ ~» with i handle ¢’ con ¢ ~» ¢’. Por hipétesis, deben
existir tipos A y B tales que valga:

©0) @

'rh:A—> B I'rc:A

D
[rwithhhandlec:B W'

Aplicando la hipdétesis inductiva sobre @, se obtiene que I' + ¢’ : A. Esto
dltimo, junto a @, indica por Wite® que I' - with 4 handle ¢’ : B.

= let x := (val e) in ¢y w» c2[x — e]. Por hipdtesis, se tiene una derivacion
de la forma:

O,
ITF're:A @

D
Trvale: A M T, x:VEAFc: BE)
I'rletx:= valeinc, : B(E)

D

LET

Aplicando el Lema de Sustitucién sobre @ y @ se obtiene

I'kc[x e e]: B(E)

» let x := Opje(y.c;) incy ~ Op; e (y.let x := ¢ in ¢y). Por hipotesis,
deben existir tipos A(E) vy B(E) que hagan valer la derivacién:

® @
F'te:A; T,y:Bjrc:AQE) Opje& ®
T+ 0p; e (y.cr): AE) OF I x:VEAF e : BE)
I'tletx:= Opje(y.cy)inc; : B(E)

Ler?
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Luego, se puede construir la siguiente derivacién para el término resultante del
paso de evaluacion:

@ @ + Weak. + Exch.
@) [,y:Bjrec :AE) T,y:Bj, x:VaArcy: B(E)
Fre:A; ILy:Bjrletx:= ciincy: B(E) Ler Op;e&

[+Opje(yletx:= c;incy): B(E)

= El razonamiento para la regla de congruencia de let es anélogo al de la de
with.

» (funx > c: A = C)e ~ c[x — ¢: Al Por hipétesis, debe existir una

instanciacion o para la que valga la siguiente derivacién de tipado:

®
I', x: Alo]Fc: Clo] b
[+ funxec: (A— Qo] TWN N ©)
Tr(@Eunxoc:A>0): Ao Olo] AN Tie:Alo]
I'-(funx—>c:A—-C)e: Clo]

AppP

Es simple ver que, por @, se tiene que

I'r(e:A):Alo]
Por esto ultimo, @ y el Lema de Sustitucion, se tiene que
I'rce[xe:Al: Clo]

El resto de las reglas que manejan anotaciones de tipos se extienden de sus corres-
pondientes sin anotaciones de manera andloga a la anterior. |

Progreso

La segunda parte de la prueba de seguridad consiste en la demostracién de Pro-
greso, presentada a continuacion.

Lema 2| (Progreso). Para toda computacion cerrada c 'y todo tipo C(E) tales que
-+ ¢ : C(E), vale una de las siguientes:

s dv(c=valvA-+rv:(O).
- HOp],e,k(CZOp]ek/\OpJES)

s A (cw )
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Demostracion. Por induccién en la derivacion de tipado de c. Sea la dltima regla
aplicada:

VarP. Se supone que la derivacién de tipado tiene la forma

-+vale: C(&E) VAL

Luego,c=valey-re:C.

ArpP. Se supone que la derivacién de tipado tiene la forma

‘Fe1:A—>C “Fey: A
“Ferey:C

AppP

Por inspeccién de las reglas y al ser un término cerrado, es claro que e; tiene una
de las dos siguientes formas:

= fun x — ¢ para algin x, ¢. Luego, ¢’ = c[x — ez] (fun x — ¢) e; > ).
» (funx > c: A" — C’)paraalgunos x, ¢, A, C’ y Otales que (A" — C')[0] =
A — C. Luego, A¢' = c[x — M] (e1 ex > ).
OrP. Se supone que la derivacioén de tipado tiene la forma

Op:Ay, = Byp €X ket A, Y :iBoptc: C(E) Opeé&

TFOpe(y.o): C&) OrP

Este caso es trivial, ya que vale la segunda cldusula.

WiteP. Se supone que la derivacién de tipado tiene la forma

‘Fh: AE) - BE) ke AE)
-+ with 2 handle ¢ : B(&E')

WiruP

Por inspeccién de las reglas y al ser un término cerrado, es claro que / puede tener
la forma handler val x - ¢, {Op; x k > ¢;}!_| 0 esta misma con una anotacion
de tipo. Se muestra el primera caso, ya que el segundo es andlogo con las reglas
de evaluacién para aplicacion de handlers anotados.

Aplicando la hipétesis inductiva sobre la sub-derivacion de c, se obtiene que debe
valer una de las siguientes:

= dJv(c=valvA-+v:A). Eneste caso, se tiene que

A’ = ¢y[x — v] (with A handle ¢ » (')
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= d0p,e,y,c1 (c =0p; e (y.c)) AOp; € E).
SiOp; € {Opi}i.‘zlz

dc’ = cjlx e, k— funy > withhhandlec] (withhandle c v )
SiOp; ¢ {Op;}k_:

dc’ = Opj e (y-with hhandle ¢;) (with 4 handle ¢ w» ¢)

= 3¢’ (¢ » ¢’). En este caso, se tiene que

with 2 handle ¢ ~» with & handle ¢’

LerP. Se supone que la derivacién de tipado tiene la forma

“kcpt AE) S X YUAF ¢y B(E)
-Fletx:= c;incy : B(&)

Ler

Aplicando la hipétesis inductiva sobre la sub-derivacién de c;, se obtiene que
debe valer una de las siguientes:

= dv(c; =valvA-rv:A) Eneste caso, se tiene que

A =[x~ v](letx:= ¢y incy, w )

= 30p;,e,y,c3 (c1 = 0p; e (y.c3) AOp; € &).
Luego,

A’ =0pje(y.let x:= c3incy) (let x:= ¢y incy v ')

» Jc| (c1 v ¢}). En este caso, se tiene que

letx:= ciincy w letx:= ¢jine

6.2. Correspondencia

Como se estableci6 en el Capitulo[3] para extender los resultados sobre la seguri-
dad del sistema declarativo al bidireccional, se necesita de una correspondencia entre
estos. Esta relacion se da en base a los dos teoremas que se prueban en esta seccion.
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Consistencia

El primero de estos, Consistencia, permite pasar del sistema bidireccional al de-
clarativo. Su prueba depende del lema Sub, de subsumption, permite hacer mas grue-
sos los tipos asignados por el sistema declarativo.

Lema 6 (Sub). VI, 1, 7, w T'+t: T — Iw] + o] : T[w])

Demostracion. Por induccion en la derivacion de tipado. Sea la tltima regla aplicada:

VarP. Se supone ' F x: Aconx:AeTl.
Luego, x : Alw] € I'[w] v, por lo tanto, ['[w] + x : Alw].

PVarP. Se supone I' + f : A[f] con f : Vi.A €T.

Luego, f : Vu.Alw] € I'lw], donde w solo se aplica sobre las variables de efectos
no cuantificadas. Por lo tanto, I'[w] + f : A[w#’]. Como & y 6 solo instancian i y
son arbitrarias, se puede obtener una 6’ tal que I'lw] + f : A[6w].

VaLP. Se supone I' + val e : A(E).
Por hipétesis inductiva, se tiene que I'[w] + e[w] : A[w]. Luego, aplicando sobre
esto ultimo la regla VaLP, se obtiene que ['[w] F val elw] : A(E)w].

FunP. Se supone
INx:Avrc:C

D
Fl—funx|—>c:A—>gFUN

Por hipétesis inductiva, (I, x : A)[w] + ¢ : Clw]. Luego, aplicdndole la regla
FunP, se obtiene I'[w] + funx - ¢ : (A — O)[w].

ArpP. Se supone
I'rer:A—>C I'rey: A

I'rejex: C

AppP

Aplicando la hipétesis inductiva sobre las sub-derivaciones, se obtiene:
s Jw]Felw] : (A — O)fw].
 [w] F es[w] : Alw].

Luego, al aplicar AppP sobre estos dos resultados, se alcanza que

INw] + e e2[w] : Clw]

AnnoP. Se supone
F'ret: T

_ D
Tr(:7):7 Ao
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Aplicando la hipétesis inductiva sobre la sub-derivacidn, se tiene que
INMw] + tlw] : Tlw]
Luego, aplicando ANNoP, se alcanza:

INw] + (¢ :Dlw] : Tlw]

LerP. Se supone

I'kcy: AE) I, x:YuAtrcy: B(E)
I'tletx:= c;incy : B(&E)

ET

Aplicando la hipétesis inductiva sobre las sub-derivaciones, se obtiene:
s [w] F ciw] : AE)w].
n (I, x: Aw] + erw] : B(Ew].

Luego, al aplicar LEr® sobre estos dos resultados, se alcanza que

INw]+F (et x:= ¢; in c)[w] : B(E)[w]
El resto de los casos son andlogos.

Teorema 2| (Consistencia). Y I, 1, T, o, n
Crt&ET —Tlol o] : Tlol) A
Crt=T — Tl -] : T)

Demostracion. Por induccién simultdnea sobre los juicios de tipado. Si la dltima re-

gla aplicada es:
VAR. Se tiene que
x:Ael
— 0 VAR
I'rx=A

Luego, x : A € Ty, por VarRP, T x : A.

VAL. Se tiene que
Tre=A

'+ val e = Adw)

VaL

Aplicando la hipdtesis inductiva, se obtiene que I'[n] + e[n] : A. Por VAP, se
alcanza que ['[n] + val e[n] : A{u).



6.2. CORRESPONDENCIA 67

App. Se tiene que

TheimA—CE  Tplres&A
e e = CE)0]

PP

Como las variables de las anotaciones son frescas, e = e>[n]. Aplicando la
hipétesis inductiva sobre ambas sub-derivaciones, se obtienen:

(1) Tinl +eiln] : A — CE)
(2) Tyo] + ex[no] - Alo]
Por (1) y el Lema[6](Sub), se tiene que
Lol + eilno] 1 (A - CE)lo]
Finalmente, por FunP, se alcanza

Lol k (er e2)[no] - CE)o]

Fun. Se tiene que
T, x:Akc & CE)

Fkfunx o ¢ & A — CE)

Fun

Aplicando la hipétesis inductiva sobre la sub-derivacidn, se tiene
[T, x: Aok clo] : CE)T]
Por FunP, se alcanza

I[Mo]F fun x - clo] : (A - C(E))[o]

Or. Se tiene que

0p: Aoy = Bop€X  TrecA,, (T.y: By tkc= AE) add(S,Op)=yO

my v
['+0pe(y.c) = AE)y]

Aplicando las hipdtesis inductivas en las sub-derivaciones se obtiene:
(D Tke:Ag

(2) (T, y: Bop)ln] F cln] - AE)

Aplicando el Lema 6] (Sub) a ambas se alcanza:
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(I") Tlpyl ke Aop
(2) ([, y : Bop)nyl + clny] : AE)y]

El tipo A, no se instancia ya que debe ser un tipo base. Ademas, se sabe que
Op € &[y] por la definicién de esta misma. Luego, por OpP, se tiene

[yl +Op e (y.o)lny] : AE)Y]

CS. Se tiene que
Trim T 77 sy Tl

no
rreeT

CS

Como 7~ Dgr T [n], vale que 7'[o] = T [no]. Ademas, por hipétesis induc-
tiva, se sabe que
Ll kel : T~

Aplicando sobre esto tltimo el Lema [6] (Sub) y usando la igualdad planteada, se
alcanza

I'[no] F tnol : T [no)

AnNo. Se tiene que
Tri&ET T =T7o]
Tr(t:T) = T[o]

ANNO

Por hipétesis inductiva se sabe que

o]+ to] : Tlol

D

Luego, por ANNO", se tiene que

Iol+ (Do) : Tlo]

LET. Se tiene que

The DAE)  Thnl x: ViAo S BE)  &ilnl v &

. mmno
I'tletx:= ciincy = B(&E)[o]

Ler

Puesto que &[] bgR &y, se sabe que &([mo] = E[o]. Aplicando la hipbtesis
inductiva y el Lemal6|(Sub), se alcanza:

(D) I'lmmao] + cilmnao] - A& 0]

(2) I'minaol, x : YuAlnol v calmimol] @ B(Ey)o]
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Luego, por LEt? y la igualdad presentada, se obitene que:

Iminao] + (et x := c1 incp)[mnao] : B(&E)lo]

Los casos restantes siguen razonamientos andlogos.

Completitud

Para la prueba de completitud, que permite pasar del sistema declarativo al bidi-
reccional, primero es necesario introducir algunos lemas auxiliares.

Lema?7. VI,t 7,7, n
Tri= T/ ATLT CT,7 — o T+t &ET AT, T = [T, 7o)

Demostracion. En primer lugar se nota que como 7 es la instanciacion resultante de

la sintesis T F 7 = 7, las variables de efecto de 7~ sobre las que esta puede estar
definida deben ocurrir en I'. Esto se debe a que las variables de efectos de los tipos
anotados a un término son siempre frescas. Con esto, junto a que I' = I'[5], se tiene
que (I, Nl =T1,7.

Sea o tal que 7~ >(<1TT T [n]. Como 7’ C 7 [n], o es a lo sumo un renombre de
7 [n]. Luego se puede obtener la derivacion:

Tri 7 77 v Tl

no
'rteT

conI,7" = (I, 7)Inl = @, Mnol. O

Lema8. VI, 7,7,n 0
Trt&ET AL T =Dl ATFt= T — [l 7" C T, T

.. n Lok
Demostracion. Como I+t = 7, el chequeo de este término debe darse por la regla
de cambio de modo, es decir, debe tener la forma:

n w
F're=77 T v T [n]

nw
r'reeT

Para algin w tal que o = nw vy, por lo tanto, I, 7 = (I', 7)) [nw].

Como 7’ DZ)T T[], se tiene que 7'[w] = T [nw]. Aplicando esta igualdad
sobre el resultado anterior, se alcanza (I', 7)[nw] = (I'[nl, 7/)lw] = T, 7. Esto, por
definicién, equivale aI'[5], 7' C T, 7. O
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Estos dos lemas permiten garantizar que si el término ¢ cuenta con una regla de
sintesis, se puede tomar la parte izquierda de la disyuncién en la hipdtesis inductiva
en el Teorema[3]y que para cualquier término se puede tomar la parte derecha.

El siguiente lema establece que los juicios de sintesis y chequeo preservan la
relacién E.

Lema9. VI, I, t, 7,7, n o
DT ELT ATt &ET — A0 (U rt & T A, 7)1 E @D (1)
CTOAT I = T — 3,7 (U F 1= T AT, 7 C Tyl 7) )
Demostracion. Simple induccién mutua sobre los juicios de tipado. |

Habiendo presentado todo esto, se repite a continuacion el enunciado de la Com-
pletitud:

Teorema 3| (Completitud). VT, ¢, 7
Trt:T ASA(H) — 0,7 (Trt= T AT, T ST, 7))V (1)

YT rt&ET ATT = ([, 7o) 2)

Demostracion. Se hace induccion sobre la derivacion de I' + ¢ : 7. Si la dltima regla
aplicada fue:

VarP. Se tiene que
lre:A

I'+val e: A(E)

Como el término estd suficientemente anotado, e tiene regla de sintesis. Luego,
por hipétesis inductiva y Lema(8] existen ny A’ tales que

Tre= A’ AT[n],A'CT,A

En consecuencia, por VAL, I' + val e N Ay,
Al ser i’ fresca, I'[n], A’(u") C T', A(E).

ArpP. Se tiene
I'reg:A—>C I'kFey: A

I'rejex:C

Como el término estd suficientemente anotado, e; tiene regla de sintesis. Luego,
por hipétesis inductiva y Lema existenny A" — C’ tales que

Trey > A - C AT[LA" > C CT,A—C
Por Lema|/|e hipétesis inductiva, existe o tal que

Trey & AAT,A = T, A)0]
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Aplicando el Lemal[9)] se tiene que existe o tal que

I'nl ke fr: A" ANTDIe’1ET, A

Luego,
Tkeier = Clo'] ATIpo'1,C'['1 ET,C

FunP. Se tiene
INx:Avrc:C

'-funx—c:A->C

Por hipétesis inductiva y Lema[7] existe o tal que
T,x:Arc & CAT, x:A,C=(T, x: A,CO)o]
Luego, por Fun, se tiene
I+ fuancéA—>QAF,A—>QE(F,A—>Q)[0’]

ANNOP. Se tiene
I'rt:T

F'v(@:7): 7T
Por hipétesis inductiva y Lema[7] existe o tal que
Tt &ET Ao =0T

Luego, por Axno, se alcanza

Trt:T = Tlo]A@, o] CT,T

Los casos restantes son triviales o siguen razonamientos analogos.
O

Finalmente, se enuncian dos lemas que establecen que todo término cuyo tipo
es sintetizable estd suficientemente anotado y que la relacion de evaluacidn preserva
esta propiedad.

Lema 10. VI, 7,7 (U - t = 7 — SA(f)
Demostracion. Simple induccion en la derivacidn de tipado. m|
Lema 11. V1, (SA(t) At~ t' — SA(Y))

Demostracion. Simple induccién sobre la relacion de evaluacion. m|






Capitulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

Los modelos matematicos de los efectos computacionales son fundamentales pa-
ra comprender y razonar sobre programas. Sin embargo, para que estos sean adopta-
dos masivamente, es necesario que sus presentaciones practicas no introduzcan ba-
rreras que dificulten la construccion de programas a sus usuarios. Esto mismo es lo
que se busca con los sistemas basados en la teoria de efectos algebraicos, y en Alef
en particular.

Por esta razén, en esta tesina se presentd un lenguaje con efectos modulares que
permiten expresar programas impuros de manera reutilizable pero controlada, junto
a un sistema de efectos implementable descripto con un nivel de generalidad sufi-
ciente para permitir ser extendido sin mayores complicaciones. La extensibilidad del
sistema es resultado de que la variacién introducida del mecanismo de tipado bidi-
reccional —que aumenta la expresividad de la técnica bidireccional— se expresa de
manera independiente del lenguaje y sus tipos.

La principal novedad del sistema bidireccional propuesto en esta tesina se en-
cuentra en las instanciaciones explicitas presentes en los juicios. Estas instanciacio-
nes brindan mayor flexibilidad al tipado bidireccional y pueden ser usadas para llevar
informacién de distinta clase, de acuerdo a lo que se busque conseguir con el sistema
de tipado.

Haciendo uso de esta técnica se introdujo un sistema de efectos dirigido por sin-
taxis cercano conceptualmente a las ideas originales de la teoria categorica de efectos
algebraicos. Por consiguiente, se logré describir un sistema de efectos preciso, im-
plementable y con una semadntica clara. En contraste con otros sistemas de efectos,
esta presentacion permite una implementacion directa, evitando la necesidad de in-
troducir mecanismos externos al formalismo. Este ultimo hecho puede verse en la
implementacién Haskell provista, donde las funciones que concretizan el tipado no
son mds que una simple traduccién de las reglas que lo definen.

Durante el disefio del sistema presentado, se formularon distintas variantes del
mismo. Las versiones iniciales resultaron demasiado simples, por lo que no lograban
capturar la informacién necesaria para expresar el flujo de los efectos.

Por todo lo anterior, se considera que se cumplieron en gran medida los objetivos
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establecidos en la propuesta de esta tesina. A pesar de que la necesidad de sintetizar
informacidn de efectos obligd a complejizar el sistema un poco mds que lo esperado,
este preserva la simplicidad conceptual buscada, en especial cuando se lo compara
con el resto de los sistemas existentes. Adicionalmente, fue este requerimiento lo que
condujo a la formulacién de la nueva variante del tipado bidireccional previamente
mencionada, que es otro aporte de esta tesina.

7.1. Trabajo futuro

Como se mostré a lo largo de la tesina, la usabilidad de un sistema de efectos
depende en gran manera de la precision de sus tipos. Es por esto que las principales
lineas de trabajo futuro conciernen maneras de aumentar esta tltima, generalmente
resolviendo problemas que provocan imprecisiones en el tipado.

Composicion de handlers

Una fuente de imprecisién en los tipos surge de la manera en que se componen
los handlers en los calculos basados en efectos algebraicos. Como se mostré en el
Cadigo la nocién de composicién de handler corresponde a:

with (hy o hy) handle ¢ ::= with A handle (with A#; handle ¢)

El problema de esto es que, como los handlers son abiertos, esta forma de componer-
los hace que se capturen operaciones de ¢ de mas. En concreto, si los tipos de estos
ultimos fueran:

hy : nat(Op; | ) —» nat(0p, | )
hy : nat(0p, | ) —» nat(u)

Entonces las invocaciones a la operacion Op, presentes en ¢ serian capturadas e in-
terpretadas de igual manera que las llamadas por 4. En resumen, la composicién de
estos handlers, en vez de tener el tipo esperado:

hy o hy : nat(Op; | u) — nat{w)

seria de tipo:
hy o hy : nat(Opy, Op, | 4y = nat(u)

A este problema se lo conoce con el nombre polucion (8] y cuenta con distintas
soluciones propuestas. Sin embargo, todas estas [[8, |16, |4]] se basan en introducir nue-
vas construcciones que permiten encapsular efectos de tal manera que estos puedan
“ignorar” el primer handler que los deberia manejar. Si bien estas son efectivas en
la practica, ninguna aborda el problema desde sus fundamentos. Es por esto que se
considera también como trabajo futuro la tarea de definir una nocién de composicién
de handlers mas precisa que permita evitar este problema.
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Instancias dinamicas de efectos

Como se detall6 en el Capitulofd] 1a razén por la cual la implementacién actual de
Eff no cuenta con un sistema de efectos yace en la dificultad de capturar el comporta-
miento de las instancias dindmicas de efectos. Por consiguiente, otra linea de trabajo
corresponde a intentar modelar estas Ultimas en Alef. De lograrlo, se mostraria que
el sistema presentado en esta tesina puede ser extendido para el lenguaje Eff.

Extensiones

Puesto que Alef es un calculo basico para experimentar con efectos algebraicos,
un importante drea de trabajo futuro corresponde a integrar extensiones al enfoque
de efectos algebraicos, como scoped operations [22], al desarrollo de esta tesina.

Formalizacion

Otra tarea de trabajo futuro corresponde a la formalizacién del calculo de Alef y
los resultados tedéricos de esta tesina en un asistente de pruebas.
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