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Resumen

El modelado de efectos computacionales mediante teorı́as matemáticas es un ins-
trumento fundamental para facilitar el razonamiento sobre programas y poder ga-
rantizar su correctitud. Uno de estos modelos es el basado en la teorı́a de efectos
algebraicos, que representa los efectos mediante operaciones de una teorı́a algebrai-
ca que captura su comportamiento.

Para incorporar este modelo al diseño de lenguajes de programación se intro-
ducen los sistemas de efectos, que extienden los sistemas de tipos con información
acerca de los efectos que pueden ser causados por un programa. Sin embargo, las
implementaciones de estos sistemas suelen ser muy complejas, perdiendo en gran
medida la claridad conceptual provista por los fundamentos teóricos.

En esta tesina se describe un sistema de efectos implementable para un cálculo
básico con efectos algebraicos y handlers, usando una nueva variación del tipado bi-
direccional para preservar la claridad y la estrecha relación con la teorı́a matemática
subyacente. Este sistema se prueba seguro respecto a la semántica operacional y se
lo implementa en Haskell, mostrando tanto la simplicidad de su formulación como
su gran poder expresivo.
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Capı́tulo 1

Introducción

La búsqueda de instrumentos que garanticen la confiabilidad y estabilidad de
los sistemas informáticos se ha convertido en una tarea de vital importancia. Una
manera de afrontar este desafı́o se basa en aprovechar teorı́as matemáticas rigurosas
para describir e intentar controlar estos sistemas.

Para alcanzar estos objetivos, se introduce la idea de abstraer los programas me-
diante funciones matemáticas. Esta visión se conoce usualmente como el paradigma
de programación funcional pura y se caracteriza por considerar a las funciones co-
mo simples asociaciones de valores de un dominio a valores de un co-dominio, los
cuales se especifican en su tipo. Esto implica que el resultado de la aplicación de una
función solo depende de su entrada, siendo determinista sobre esta. En contraste, el
resultado de un programa impuro puede depender de sus interacciones con el entorno
en el que se ejecuta. Concretamente, este podrı́a leer un archivo, pedir entrada por te-
clado, imprimir un resultado por pantalla o generar un error inesperado, sin que esto
se refleje en su tipo. Todos estos comportamientos son ejemplos de efectos compu-
tacionales, que se pueden describir como las consecuencias laterales del cómputo del
valor resultado de un programa.

Restringiendo estos efectos, el paradigma funcional busca simplificar el razona-
miento sobre los programas. Sin embargo, para que un sistema de cómputo sea de
alguna utilidad, este debe contar con un mecanismo que le permita interactuar con
su entorno. De lo contrario, parafraseando a Simon Peyton Jones, un programa es
una caja negra, de la cual al ejecutarse solo se sabe que su temperatura aumenta. Por
esto es que se busca dar un fundamento teórico a los efectos computacionales que
los incorpore a la formalización de los programas. No hacerlo puede dar origen a
errores costosos que, además de perjudicar la funcionalidad de un sistema, pueden
comprometer su seguridad.

En consecuencia, el estudio de modelos matemáticos para efectos computacio-
nales, como los mencionados, es un área central del campo de la teorı́a de lenguajes
de programación. Estos no solo proveen un fundamento sólido sobre el cual razonar
sobre programas con efectos, o impuros, sino que también pueden ser aplicados para
el diseño de lenguajes de programación.
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Uno de estos modelos de efectos computacionales fue introducido por Moggi en
su trabajo fundacional [20], en el que propone modelar computaciones encapsulándo-
las en mónadas, que proveen la estructura necesaria para componer computaciones
con efectos. Usando esto, se expande la expresividad de las funciones: lo que antes
era una función que tomaba valores de A y devolvı́a valores de B, es decir, del tipo
A → B, ahora se representa en lenguajes call-by-value con el tipo A → T B, donde
la mónada T captura los efectos de esta computación.

En base a este concepto, originado en teorı́a de categorı́as, Moggi consigue pro-
veer una semántica denotacional para programas impuros. Adicionalmente, estas
ideas fueron llevadas a la práctica del diseño de lenguajes de programación por Wad-
ler, que mostró su utilidad para expresar efectos laterales en lenguajes funcionales
[32].

Efectos algebraicos

El enfoque monádico, sin embargo, deja de lado la semántica operacional de los
programas con efectos. Como respuesta, Plotkin y Power proponen un nuevo aborda-
je para el modelado de computaciones, en el que se pone el foco en las operaciones
que dan origen a los efectos computacionales [25]. Estas forman una signatura o
firma, desde la cual se construyen los términos del lenguaje.

Las operaciones se presentan junto a un conjunto de ecuaciones que describen
su comportamiento, resultando en un álgebra de programas que provee su semánti-
ca. Plotkin y Power muestran, adicionalmente, que estas teorı́as ecuacionales sobre
las signaturas determinan las mismas mónadas que se utilizaban para modelar estos
efectos, consiguiendo relacionar de manera teórica ambos enfoques [26].

Esta nueva teorı́a, sin embargo, no es suficiente para modelar el comportamiento
de ciertas operaciones, como el manejo de excepciones. Para poder hacerlo, Plotkin
y Pretnar la expanden introduciendo el concepto de handlers de efectos [24], que
permiten manejar las operaciones de manera análoga a como los handlers de excep-
ciones tradicionales manejan estas últimas. Haciendo esto, los handlers son destruc-
tores de efectos, que dan interpretaciones concretas a las operaciones de una teorı́a
algebraica. En consecuencia, esta nueva construcción constituye una abstracción que
le permite al programador separar la interfaz de un efecto de su implementación.

Hasta este punto, el desarrollo mostrado de la teorı́a de efectos algebraicos se
focalizó en el objetivo de describir matemáticamente programas con efectos. Para
poder utilizar estas ideas para controlar los efectos causados por un programa escrito
en un lenguaje dado, se debe embeber esta teorı́a en el sistema de tipos de este último.
Esto implica que los tipos, además de describir la colección de valores en los que
puede resultar una computación, tienen que llevar información sobre qué operaciones
pueden ser invocadas al ejecutarse esta.

Agregar esta información a los tipos permite garantizar estáticamente que nin-
guna operación será invocada de manera inesperada en tiempo de ejecución. Esto,
además de ser útil para que los usuarios tengan un mejor entendimiento de sus pro-
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gramas y les sea más fácil encontrar errores en estos, puede ser usado por compila-
dores para optimizar y paralelizar programas de forma segura [14].

De esta manera surgen los llamados sistemas de tipos y efectos, o sistemas de
efectos para abreviar. Para que estos tengan alguna utilidad, se espera que sean pre-
cisos respecto a la información de tipos. Esto implica que el sistema no requiera
agregar operaciones al tipo de un término cuando estas no son necesarias. Si bien
esto se puede expresar de manera sencilla en un sistema de tipos declarativo, el cual
no determina el mecanismo por el que se chequean los tipos, las implementaciones
del chequeo de tipos suelen ser significativamente más complejas.

Por esta razón, el problema de cómo implementar estos sistemas de efectos ha
recibido mucha atención en los últimos años. Si bien se han presentado diversas
soluciones potenciales, mencionadas en la Sección 1.1, el problema sigue estando
abierto. El objetivo de esta tesina, entonces, es formular un sistema de efectos imple-
mentable para un cálculo básico con efectos algebraicos, llamado Alef (o ℵ), que se
mantenga conceptualmente cercano a los sistemas declarativos.

Tipado bidireccional

Existen distintas formas de implementar un sistema de tipos. Por un lado se puede
hacer chequeo, en el cual el tipo de la expresión es siempre una entrada al juicio de
tipado. Esto implica que el código debe contar con anotaciones de tipos en muchos
términos, lo que hace que estos sean poco usables en la práctica.

Opuestos a estos se encuentran los sistemas de inferencia, para los que el tipo
de una expresión siempre es una salida del juicio de tipado. Si bien estos son am-
pliamente usados en la práctica, requieren mecanismos complejos, perdiendo cierta
claridad conceptual. Adicionalmente, para poder permitir inferencia la expresividad
del sistema de tipos puede verse limitada.

Pierce y Turner describen una técnica que busca tomar lo mejor de los dos méto-
dos anteriores, y la llaman tipado bidireccional [21]. Esta consiste en reemplazar
el juicio de tipado por dos juicios: uno de chequeo, que tiene el tipo como entrada y
otro de sı́ntesis, que devuelve el tipo como salida. Intercalando entre estos dos modos
se busca propagar información de tipado hacia las sub-expresiones de los términos,
reduciendo la necesidad de anotaciones.

Este método simplifica la tarea de hacer implementables ciertos sistemas decla-
rativos, ya que su formulación resulta en reglas dirigidas por sintaxis. Sin embargo, a
diferencia de los algoritmos de inferencia, los sistemas bidireccionales suelen mante-
ner en mayor medida la simplicidad conceptual de los declarativos, al no depender de
mecanismo de resolución de restricciones externos al tipado como los primeros [28].
Por esta razón, para hacer el sistema de efectos de Alef implementable se utilizará la
técnica de tipado bidireccional, cuyo resultado se presenta en la Sección 3.4.
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1.1. Estado del arte

La relación establecida entre el enfoque monádico y el de efectos algebraicos
también se ve reflejada en la práctica, ya que ambas teorı́as sirven de base para imple-
mentar efectos computacionales modulares en lenguajes funcionales. Si bien ambos
enfoques tienen marcadas diferencias —principalmente que el monádico requiere
determinar el modelo de computación previo a expresar los programas, mientras que
en el segundo esto se hace mediante la aplicación de handlers de manera posterior—
Schrijvers, Piróg, Wu y Jaskelioff [31] muestran una correspondencia entre estos,
logrando expresar, bajo ciertos supuestos, cada uno en términos del otro.

La teorı́a de efectos algebraicos y handlers se ha incorporado en la práctica en
distintos niveles: nuevos lenguajes se han diseñado alrededor de esta, se han extendi-
do lenguajes para añadirles sus construcciones y se han desarrollado librerı́as que la
implementan en diversos lenguajes.

Lenguajes con efectos algebraicos

Entre estos lenguajes se encuentra Eff [2, 3], de Bauer y Pretnar, que concretiza
los desarrollos teóricos mencionados en la sección anterior. Este lenguaje es presen-
tado junto a un sistema de efectos declarativo [2], que será la base del de Alef . Pos-
teriormente, Pretnar propone su implementación mediante un sistema de inferencia
[28], pero solo para un subconjunto del lenguaje. Adicionalmente, Saleh, Karacha-
lias, Pretnar y Schrijvers, se basan en el anterior para formular un nuevo sistema de
inferencia [30] basado en la elaboración de Eff a un lenguaje con subtipado explı́cito,
que facilita su compilación eficiente. Sin embargo, la implementación actual de Eff

no cuenta con ningún sistema de efectos.

Otro lenguaje diseñado en base a la teorı́a de efectos algebraicos es Frank [19,
8], de Lindley, McBride y McLaughlin. En contraste con el anterior, este se aleja del
planteo original generalizando las funciones y los handlers mediante una única abs-
tracción, los operadores, que permiten manejar múltiples computaciones simultánea-
mente. Su sistema de efectos hace uso de la técnica de tipado bidireccional e incor-
pora polimorfismo de efectos mediante una variación de polimorfismo de fila [29]. A
pesar de que la forma de los tipos de este lenguaje difieren de los usados en Alef , su
sistema de efectos fue el fundamento de la aplicabilidad del tipado bidireccional en
el contexto de efectos algebraicos.

Diseñado por Leijen, Koka [17] también incorpora la teorı́a de efectos algebrai-
cos en el diseño de su sistema de control de efectos. Si bien su presentación inicial no
incluye una construcción para manejar operaciones, esta fue introducida en posterio-
res versiones del lenguaje [18]. Koka cuenta con un sistema de efectos con inferencia
Hindley-Milner, que también hace uso de una variación de polimorfismo de filas pa-
ra expresar polimorfismo de efectos. Las filas de efectos de Koka sirvieron como
inspiración para las de Alef .
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Extensiones de lenguajes y librerı́as

Este segundo grupo incluye la extensión a Links [11] de Hillerström y Lindley y la
extensión a OCaml, Multicore OCaml [9], de Dolan y otros. Ambas se construyen en
base a efectos algebraicos y handlers similares a los presentados teóricamente, pero
la segunda no cuenta con un sistema de efectos. Adicionalmente, como se mencionó
al inicio de esta sección, existen librerı́as que implementan estas ideas en Haskell
[12, 15, 22], Idris [6], PureScript [10], Scala [5] y más.

En el Capı́tulo 4 se hace una comparación más detallada de los principales siste-
mas de efectos mencionados en esta sección con el sistema de efectos desarrollado
para Alef .

1.2. Contribuciones

Las contribuciones concretas de esta tesina son:

Dos sistemas de efectos nuevos para un lenguaje basado en el núcleo de Eff,
llamado Alef . Uno de estos es declarativo y adapta el sistema de Eff [2] para
acomodar polimorfismo de fila en los efectos. El otro es implementable me-
diante tipado bidireccional, y da una versión dirigida por sintaxis del anterior.

Proveer sı́ntesis de efectos en el sistema bidireccional, diferenciándose de usos
previos de esta técnica en las cuales los efectos son siempre chequeados. Esto
permite alcanzar tipos precisos con menos anotaciones y mejores mensajes de
error.

Una nueva forma de ver el tipado bidireccional, agregando instanciaciones
explı́citas generadas por ambos juicios. Al estar incluido el operador de unifi-
cación en la descripción del sistema, se puede razonar sobre el mismo sistema
que se implementa, a diferencia de otros sistemas cuyas implementaciones de-
penden de mecanismos no presentes en sus descripciones formales.

Pruebas de correctitud, tanto de la seguridad de tipos para el sistema de efectos
declarativo, como de correspondencia entre los dos sistemas de efectos.

Una implementación en Haskell de Alef (Alef), que agrega azúcar sintácti-
co al cálculo básico para simplificar su escritura. Adicionalmente se proveen
ejemplos de programas que muestran las distintas caracterı́sticas de la progra-
mación en Alef.

1.3. Estructura de la tesis

El resto de la tesis tiene la siguiente estructura. El Capı́tulo 2 contiene una intro-
ducción a la teorı́a de efectos algebraicos. En el Capı́tulo 3 se introduce la formaliza-
ción de Alef . Este último es comparado con otros lenguajes con sistemas de efectos
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en el Capı́tulo 4. El Capı́tulo 5, por su parte, presenta la implementación Haskell de
Alef . En el Capı́tulo 6 se desarrollan las demostraciones de los resultados del Capı́tu-
lo 3. Finalmente, el Capı́tulo 7 se presentan las conclusiones finales de la tesis junto
al trabajo futuro.



Capı́tulo 2

Efectos algebraicos y handlers

El presente capı́tulo sirve de introducción a los conceptos fundamentales de la
teorı́a de efectos algebraicos y handlers. En primer lugar, se exponen las ideas cen-
trales intuitivamente por medio de ejemplos. Luego, se desarrollan brevemente los
fundamentos matemáticos de esta teorı́a. Finalmente, se describen los sistemas de
efectos que llevan estos conceptos a la práctica.

2.1. Introducción

El modelo de efectos algebraicos le da central importancia a las operaciones que
interactúan con el ambiente en el cual se ejecuta el programa. Algunos ejemplos
usuales de estas son Read y Print para entrada y salida, Get y Set para compu-
taciones con estado, y Throw para excepciones. Estas operaciones son la fuente de
efectos secundarios y son un componente básico del lenguaje.

En concreto, un ejemplo de una computación en este modelo se presenta en la
Figura 2.1. Si bien es posible inferir una interpretación para c, esta expresión solo
describe tres llamados secuenciales a una operación abstracta Print, sin mencionar
su significado.

c = Print(1); Print(2); Print(3)

Figura 2.1: Definición de la computación c.

Para darle una interpretación concreta, se introduce otro concepto central: los
handlers. Estos corresponden a construcciones que definen cómo manejar los llama-
dos a las operaciones como las anteriores y pueden verse como una generalización
de los manejadores de excepciones usuales. De esta manera, los handlers representan
destructores de computaciones que invocan operaciones de efectos.

Para plasmar esta noción en una caso concreto, la Figura 2.2 presenta como pri-
mer ejemplo un handler que cuenta el numero de invocaciones a la operación Print

7



8 CAPÍTULO 2. EFECTOS ALGEBRAICOS Y HANDLERS

de un programa.

count = handler val x 7→ val 0,

{Print x k 7→ let n B k () in val (n + 1)}

Figura 2.2: Definición del handler count.

Esto se lee de la siguiente manera: count es un handler que frente a una compu-
tación que solo retorna un valor, la maneja devolviendo el valor 0. Si la computación
manejada es una invocación a Print con argumento x y el resto del programa está
capturado en una continuación k, se ejecuta esta continuación guardando su resultado
en n, el cual se retorna luego de sumarle 1.

Al aplicar este handler a la computación anterior (with count handle c), se
obtiene el valor 3, que es el número de veces que se ejecuta la operación.

Sin embargo, esta no es la única interpretación posible para Print. Para dar otra
interpretación distinta basta con definir un nuevo handler que la maneja. Por ejemplo,
en la Figura 2.3 se define add. Este handler es muy similar a count, pero en este caso
se suman los argumentos pasados a cada invocación de Print. Si se aplicara a c, en
este caso se obtendrı́a como resultado el valor 6.

add = handler val x 7→ val 0,

{Print x k 7→ let n B k () in val (n + x)}

Figura 2.3: Definición del handler add.

Estos ejemplos muestran que los handlers no solo permiten dar una interpretación
a las operaciones abstractas, sino que también representan una abstracción que hace
posible desligar la construcción de programas con efectos de la implementación de
estos últimos.

El entorno de ejecución deberá manejar ciertas operaciones, como es el caso de
Print. De esta manera, todos los llamados a esta operación que no sean maneja-
dos por un handler serán invocadas por el entorno, efectivamente imprimiendo por
pantalla el valor pasado.

Para mostrar otra caracterı́stica de este enfoque, se tiene como ejemplo la compu-
tación c′ definida en la Figura 2.4. Esta computación lee un valor y lo retorna si es
mayor a cero. En caso contrario, lanza una excepción. Como la continuación de esta
última operación requiere como entrada un valor del tipo vacı́o, esta continuación
nunca será ejecutada.
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c′ = let x B Read() in

if x > 0 then (val x) else (Throw(0, fun y 7→ val 0))

Figura 2.4: Definición de la computación c′.

Para este ejemplo se definirán adicionalmente dos handlers, que se presentan en
la Figura 2.5. El primero, z input, maneja la operación de lectura haciendo que esta
siempre lea la constante 0. El segundo, exc pr, simplemente maneja las excepciones
lanzadas imprimiendo el valor de sus argumentos. Como puede verse en el llamado
a Print de este ejemplo, las continuaciones triviales pueden ser omitidas, como se
explica en la Sección 3.1.

z input = handler val x 7→ val x,

{Read x k 7→ k 0}

exc pr = handler val x 7→ val x,

{Throw x k 7→ Print(x)}

Figura 2.5: Definición de los handlers z input y exc pr.

Luego, se podrı́an aplicar ambos handlers a c′ secuencialmente de manera trivial:

with exc pr handle (with z input handle c′)

resultando en una computación que imprime 0.
De esta manera se expone otra ventaja de este modelo por sobre otros: los hand-

lers permiten componer implementaciones de efectos de manera simple, sin necesi-
dad de construcciones adicionales.

2.2. Fundamentos teóricos

Como se mencionó en el capı́tulo anterior, existen distintas teorı́as que buscan
modelar los efectos computacionales matemáticamente. En esta sección se presentan
brevemente los conceptos básicos de la teorı́a de efectos algebraicos. La presentación
está basada en las notas introductorias al área de Andrej Bauer [1].

El modelo de efectos algebraicos se basa en considerar un álgebra cuyos elemen-
tos son computaciones de dos tipos:

Computaciones puras de la forma val v.
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Computaciones con efectos de la forma Op p k.

Para definirla, se supone que se cuenta con un conjunto V de valores y una sig-
natura Σ = {Opi : Pi → Ai}i que representa una colección de sı́mbolos de operación,
cada uno asociado a un conjunto Pi, llamado parámetro, y otro conjunto Ai, llamado
aridad. Por ejemplo, la signatura con los efectos de lectura, escritura y excepciones
es:

Σ = {Read : unit→ nat,

Print : nat→ unit,

Throw : nat→ empty}

Términos

Para comenzar se definen los términos del álgebra, que son descriptos por árboles
pertenecientes al conjunto V〈Σ〉, donde:

Si v ∈ V , luego val v ∈ V〈Σ〉.

Si p ∈ Pi, k : Ai → V〈Σ〉 y Opi : Pi → Ai ∈ Σ, luego Opi(p, k) ∈ V〈Σ〉
corresponde al árbol con raı́z Opi y cuyos sub-árboles son descriptos por k.

Por ejemplo, la Figura 2.6 muestra el árbol que describe la computación c′ de la
sección anterior.

Read()

. . .val 2val 1Throw(0)

val ( )

0 1 2

Figura 2.6: Árbol que describe c′.

Ecuaciones

En base a los términos se pueden definir ecuaciones que capturan el comporta-
miento de las operaciones. Estas tienen la forma (t1 = t2), donde t1 y t2 son términos.
Por ejemplo, tomemos la signatura del efecto Estado:

Σ = {Get : unit→ nat, Set : nat→ unit}
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Las ecuaciones que describen el comportamiento esperado de estas operaciones, ori-
ginalmente presentadas por Plotkin y Power [26], son:

Get(( ), fun s 7→ Get(( ), fun t 7→ k s t)) = Get(( ), fun s 7→ k s s) (1)

Indicando que dos llamadas consecutivas a Get deben recibir el mismo valor.

Get(( ), fun s 7→ Set(s, k)) = k() (2)

Que permite cancelar un Get seguido de un Set cuando en la segunda se usa el valor
obtenido en la primera.

Set(s, fun 7→ Get(( ), k)) = Set(s, fun 7→ k s) (3)

Establece que si se llama a Get luego de hacer Set, el valor obtenido será el usado
para Set.

Set(s, fun 7→ Set(t, k)) = Set(t, k) (4)

Que indica que si se hacen dos Set seguidos, el primero es irrelevante.
Estas ecuaciones dan origen a una relación de equivalencia en V〈Σ〉. Siguiendo

con el ejemplo de Estado, se considera el término statec, definido en la Figura 2.7.

statec ::= Get(( ), fun a 7→

Get(( ), fun b 7→

Set(a + 1, fun 7→

Set(a + 2, k))))

Figura 2.7: Definición de la computación statec.

El árbol que representa esta computación se introduce en la Figura 2.8. De acuer-
do a las ecuaciones anteriores, en particular la (1) y la (4), el árbol anterior es equi-
valente al árbol presentado en la Figura 2.9.

Como muestra este ejemplo, las ecuaciones, además de describir el comporta-
miento de las operaciones, introducen una noción de equivalencia de programas que
puede ser aprovechada para garantizar la admisibilidad de ciertas optimizaciones.

Sin embargo, ninguno de los sistemas de efectos en la práctica incorporan ecua-
ciones. Hacerlo no solo requerirı́a que el usuario provea demostraciones respecto a
sus programas, sino que también restringirı́a el uso de implementaciones usuales que
no las cumplen. Por esto, las ecuaciones no serán tenidas en cuenta en el desarrollo
de esta tesina.

Teorı́as algebraicas y sus modelos

Una teorı́a algebraica T se define como un par (Σ, E), donde E es un conjunto
de ecuaciones sobre las operaciones de Σ.
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Get()

. . .. . .Get()

. . .. . .Set(2)

Set(3)

k

. . .

0 1 2

. . .

0 1 2

Figura 2.8: Árbol que representa la computación statec.

Get()

. . .. . .Set(3)

k

. . .

0 1 2

Figura 2.9: Árbol equivalente al del la Figura 2.8.

Dada una teorı́a T , un T-modelo M es definido por:

Un conjunto portador |M|.

Para cada operación Opi : Pi → Ai ∈ Σ, un mapa ~Opi�M : Pi × |M|Ai → |M|
que da una interpretación de la operación sobre el conjunto portador |M|.

Estas últimas interpretaciones pueden extenderse a los términos de V〈Σ〉, obteniendo
para cada término un mapa ~t�M : |M|V → |M|. Un modelo es válido si para toda
ecuación (t1 = t2) ∈ E, vale que ~t1�M = ~t2�M.

Como se puede tener más de un modelo para una teorı́a T , suele resultar útil esta-
blecer relaciones entre los diferentes modelos. Para esto se introduce el concepto de
T-Homomorfismo, que se define de la siguiente manera. Sean L y M dos T -modelos,
un T -homomorfismo de L a M (notado como L→→ M) es un mapa h : |L| → |M| que
conmuta con las operaciones, es decir, tal que vale:

h ◦ ~Opi�L = ~Opi�M ◦ (idPi × (h, h, . . . , h)︸        ︷︷        ︸
Ai

)
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Ahora bien, si el objetivo de esta formalización es representar efectos computacio-
nales, es natural preguntarse qué modelo es el más adecuado para describirlos. Para
responder esto, se busca aquel que asuma lo menos posible acerca de la teorı́a en
cuestión. De esta manera, se alcanza la definición del párrafo siguiente.

Dada una teorı́a T y un conjunto V , el T-modelo libre generado por V es un
modelo M junto a un mapa η : V → |M| tal que para todo T -modelo L y todo mapa
f : V → |L| existe un único T -homomorfismo f : M →→ L que hace conmutar el
diagrama:

V |M|

|L|

η

f f

Esta última propiedad se conoce como la propiedad universal del T -modelo libre
sobre V , e indica que M es la forma más simple (que menos asume) de conseguir un
T -modelo partiendo de V .

Como en este desarrollo se tienen en cuenta teorı́as sin ecuaciones, el modelo
libre de T = (Σ, ∅) generado por V no es más que el conjunto de árboles que describen
sus términos, V〈Σ〉, con η = val . En este caso, si Opi : Pi → Ai ∈ Σ, el mapa ~Opi�

es el que, dados p : Pi y k : Ai → V〈Σ〉, les asigna el árbol Opi(p, k). En adelante se
hará abuso de notación, escribiendo V〈Σ〉 para referirse a este modelo libre.

Resumiendo lo anterior, una computación que retorna valores de V y ejecuta ope-
raciones en Σ es un elemento del T -modelo libre V〈Σ〉. Sin embargo, falta formalizar
una parte fundamental del cálculo presentado en la sección previa: los handlers.

Handlers

Como se mostró antes, un handler maneja computaciones cambiando tanto los
valores que retornan como las operaciones que invocan. De esta manera, un handler
puede verse como una transformación de un modelo V〈Σ〉 a otro V ′〈Σ′〉.

Para que esta transformación preserve la estructura algebraica de las computacio-
nes, se busca que un handler h sea un T -homomorfismo. En particular, como se quiere
aprovechar la propiedad universal, h debe ser un T -homomorfismo con T = (Σ, ∅).
Esto se debe a que esta propiedad garantiza un homomorfismo saliendo del modelo
libre.

En consecuencia, además de una inyección de los valores de V en V ′〈Σ′〉, se debe
proveer un T -modelo en V ′〈Σ′〉. En concreto, un handler h : V〈Σ〉 →→ V ′〈Σ′〉 se define
mediante:

Un mapa f : V → V ′〈Σ′〉.

Para cada Opi : Pi → Ai ∈ Σ, un mapa hi : Pi × V ′〈Σ′〉Ai → V ′〈Σ′〉 que forme
un T -modelo en V ′〈Σ′〉.
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Luego, por la propiedad universal y la definición de modelo, h : V〈Σ〉 →→ V ′〈Σ′〉 es
el único mapa que satisface:

h(val v) = f (v)

h(Opi(p, k)) = hi(p, h ◦ k)

Recapitulando, el concepto de un handler corresponde con un homomorfismo en-
tre modelos libres, es decir, una transformación de los árboles de computación que
preserva su estructura algebraica.

Todo el desarrollo teórico de esta sección no solo sirve para modelar matemáti-
camente los efectos computacionales, sino que también son la base de la semántica
denotacional de los tipos en lenguajes que implementan efectos algebraicos [2].

2.3. Sistemas de efectos

Como se introdujo en el Capı́tulo 1, muchos de los lenguajes que implementan
estas nociones establecen un control estático sobre los efectos computacionales de
sus programas mediante alguna variante de un sistema de efectos.

La teorı́a de efectos algebraicos presentada en la sección anterior provee una
base sobre la cual diseñar un sistema de tipos y efectos. Para hacerlo, los conjuntos
de valores se consideran tipos valor, mientras que los modelos libres sobre teorı́as sin
ecuaciones corresponden a los tipos computación. En concreto, un término de tipo
nat〈Get, Set〉, por ejemplo, corresponde a una computación que puede ejecutar las
operaciones del efecto Estado y retorna un número natural.

Se incluyen también dos constructores de tipos: uno para las funciones, que tie-
nen como dominio un tipo valor y codominio un tipo computación, que se notará
A → C〈Σ〉, y otro para handlers, para el que ambos son tipos computación, que
usarán la notación de la sección anterior A〈Σ〉 →→ B〈Σ′〉.

La principal diferencia de estos sistemas respecto de la teorı́a se encuentra en
que estos suelen incorporar algún mecanismo para extender los efectos asociados a
un tipo. Esto permite implementar polimorfismo de efectos, que es fundamental para
definir componentes reutilizables y ası́ evitar duplicación de código.

Para ejemplificar la utilidad de esto último, se vuelve al handler count presentado
en la Sección 2.1, cuya definición se encuentra en la Figura 2.2.

El tipo que le corresponde a este handler es unit〈Print〉 →→ nat〈〉, donde el ti-
po de la computación resultante indica que esta no puede invocar ninguna operación.
El problema radica en que el tipo de la computación entrada de count es demasia-
do restrictivo, requiere que esta a lo sumo pueda invocar Print. Sin embargo, en
la práctica se podrı́a querer aplicar este handler sobre computaciones con más efec-
tos, ignorando todas las operaciones distintas de Print. Para poder hacer esto, los
sistemas de efectos implementan polimorfismo de efectos, que permiten extender la
información de los efectos presentes en una computación.

Dos técnicas utilizadas para alcanzar este objetivo son el subtipado de efectos
y el polimorfismo de fila, siendo una variante de este último la alternativa elegida
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para Alef . Esta consiste en considerar tipos computación de la forma V〈E〉, donde E
es una fila conformada por un conjunto de operaciones ∆ y una variable de efectos
µ. Para extender este tipo con operaciones adicionales, basta con instanciar µ con
una nueva fila que las agregue. Al producirse esta instanciación, se introduce a la
fila una nueva variable de efectos que puede ser instanciada subsecuentemente. De
esta forma, alcanza con tener una sola variable de efectos por fila. En el Capı́tulo
3 se describe la aplicación de polimorfismo de fila sobre los tipos computación con
mayor detalle.

Volviendo al ejemplo, el tipo de count en un sistema con polimorfismo de efec-
tos de fila pasa a ser unit〈Print | µ〉 →→ nat〈µ〉. Si ahora se quiere manejar una
computación que además cuenta con la operación Op, basta instanciar µ a 〈Op | µ′〉,
haciendo que el tipo de count sea unit〈Print, Op | µ′〉 →→ nat〈Op | µ′〉. Como se
mencionó anteriormente, se busca que las operaciones no manejadas por un handler
sean ignoradas. Por esto el dominio y codominio del tipo de un handler tienen la mis-
ma variable de efectos, haciendo que el tipo de la computación resultante de count
incluya la operación Op, ya que esta es “dejada pasar” por el handler.

La estrecha relación entre la teorı́a y este sistema de efectos tiene como conse-
cuencia que los fundamentos matemáticos pueden utilizarse como semántica denota-
cional del lenguaje. Esto significa que los tipos definidos de esta manera facilitan el
razonamiento sobre los programas permitiendo hacer uso de los resultados teóricos.





Capı́tulo 3

Formalismo

En este capı́tulo se presenta la formalización de Alef , el lenguaje desarrollado
para esta tesina. En primer lugar se define la sintaxis de términos —basada en la de
Eff, de Bauer y Pretnar [3]— y de tipos, junto a una noción de orden y equivalencia
para estos últimos.

Seguidamente se introduce un sistema de tipos declarativo para un subconjunto
del lenguaje, obviando ciertas construcciones para reducir el tamaño de las pruebas.
Sobre este se define una semántica denotacional, una semántica operacional small-
step y se prueba la seguridad de esta última respecto al tipado. Por último, se presenta
un sistema de tipos implementable, basado en tipado bidireccional, que se demuestra
consistente y completo respecto al declarativo.

3.1. Términos

La sintaxis está dada por la siguiente gramática. Los términos se encuentran di-
vididos entre expresiones y computaciones, que pueden ejecutar operaciones que
provocan efectos computacionales antes de devolver un valor.

Expresiones e ::= x | true | false | 0 | succ e | ( ) | fun x 7→ c |
(e : A) | h

Handler h ::= handler val x 7→ cv, {Opi x k 7→ ci}
n
i=1

Computaciones c ::= val e | Op e (y.c) | with e handle c | e1 e2 |

if e then c1 else c2 | let x B c1 in c2 |

(match e with 0 7→ c1 | succ x 7→ c2)

Las letras x, y y z representan variables. Un handler se compone de una compu-
tación cv con la que se manejan los valores y de computaciones ci para manejar cada
operación. En la llamada a una operación, además de un valor argumento, se propor-
ciona una continuación que captura el resto del programa.

17
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Para simplificar la invocación de operaciones, se introduce azúcar sintáctico que
permite utilizar efectos genéricos [23]:

Op(e) ::= Op e (z.val z)

Las expresiones pueden contar con anotaciones de tipo, que son necesarias para
el sistema de tipado bidireccional. La sintaxis de estos tipos se da en la siguiente
sección.

3.2. Tipos

Tipo valor A, B, C ::= bool | nat | unit | empty | A→ C | B→→ C

Tipo computación C ::= C〈E〉

Fila de efectos E ::= 〈Op | E〉 | µ

Esquema de tipo S ::= ∀µ.A

Los tipos, análogamente a los términos, se dividen en dos clases. La primera es la
de tipos valor, que está compuesta por los tipos base, funciones y handlers. La segun-
da es la de tipos computación: un tipo de la forma C〈E〉 representa la computaciones
que pueden invocar las operaciones en E y al terminar devuelven un valor de tipo C.

En el tipo C〈E〉, 〈E〉 es una fila de efectos de la forma 〈Op1 | 〈Op2 | 〈. . . | µ〉〉〉,
que usualmente se notará 〈Op1, Op2, . . . | µ〉. En esta fila de efectos, µ es una variable
de efectos que representa los efectos de ambiente. Para ilustrar la expresividad que
brindan estas variables, se consideran las siguientes funciones de alto orden:

ignore ::= fun f 7→ val ( )

apply ::= fun f 7→ f ( )

A la primera se le puede asignar el tipo (unit → unit〈µ1〉) → unit〈µ2〉, en
el que los efectos de la función de entrada son independientes a los que pueden ser
invocados por ignore. Sin embargo, como apply aplica la función tomada, los efectos
que puede tener son los mismos que los que puede llamar f . En consecuencia, el tipo
correspondiente a la segunda es (unit→ unit〈µ1〉)→ unit〈µ1〉.

Toda signatura de tipo implı́citamente cuantifica universalmente sus variables de
efectos. Por esta razón, aun si dos tipos anotados para distintos sub-términos de un
programa usan el mismo nombre de variable de efectos, estas se consideran distintas.
Los esquemas de tipo, que representan tipos polimórficos en efectos, permiten los let
polimórficos de Alef . El siguiente ejemplo ayuda a entender la relevancia de estos.
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let pure B val (fun m 7→ val ( ) : nat→ unit〈µ〉) in

let impure B val (fun m 7→ Print(m) : nat→ unit〈Print | µ〉) in

let f B if true then (val pure) else (val impure) in

val pure

Este ejemplo fue utilizado por Bauer y Pretnar para explicar el problema de poi-
soning [2], que Eff soluciona mediante subtipado. Este problema surge al promover
el tipo de pure, para que coincida con el de impure al tipar el condicional. Si este tipo
más grueso es asignado a pure en el resto del programa, el tipo del programa com-
pleto serı́a (nat→ unit〈Print | µ〉)〈µ′〉, perdiendo la información valiosa de que
este retorna una función pura. Sin embargo, como los let de Alef son polimórficos
en efectos, a pure se le asigna el esquema de tipo ∀µ.nat→ unit〈µ〉. Este esquema
será instanciado en cada uso de esta función, posibilitando que la primera instancia
se promueva al tipo de impure, mientras que la segunda permanece pura. Entonces,
es posible darle al programa completo el tipo deseado de (nat→ unit〈µ〉)〈µ′〉.

En las filas no importa el orden de las operaciones y no se permite su repetición.
Teniendo en cuenta estas consideraciones, una fila puede representarse con la forma
〈∆ | µ〉, donde ∆ = {Opi}i es el conjunto de operaciones de la fila.

En Alef todas las filas son abiertas, es decir, los tipos describen efectos que pue-
den ocurrir, pero no prohı́ben efectos. De esta manera, un tipo computación informa
sobre los efectos que una computación puede agregar a los de ambiente.

El tipo de un handler debe tener la forma C〈∆1 | µ〉 →→ D〈∆2 | µ〉, donde ∆1 debe
contener al conjunto de las operaciones manejadas por este handler. La interpreta-
ción de este tipo es que corresponde a un handler que transforma computaciones que
devuelven valores en C a computaciones que devuelven valores en D, manejando
algunas operaciones de ∆1 y posiblemente agregando otras en ∆2. Toda operación
de ∆1 no manejada por el handler debe estar en ∆2. La variable de efectos µ indica
que si el tipo de la computación a la que se aplica el handler tiene operaciones no
contenidas en ∆1, estas también estarán en el tipo de la computación resultante.

Se supone que existe una signatura de efectos Σ = {Opi : Ai → Bi}i que le asigna
a cada operación un tipo de entrada y otro de resultado, ambos tipos básicos.

Sustituciones

Se formaliza el concepto de sustitución, que será útil para representar instancia-
ciones de variables de efectos. Una sustitución es:

σ ::= [] | [µ 7→ 〈∆ | µ′〉, σ]

Se nota T [σ] a la aplicación usual de la sustitución σ sobre T y σ1σ2 a la
composición de dos sustituciones (T [σ1σ2] = (T [σ1])[σ2]).

Además, se dice que una sustitución σ es un renombre inyectivo, y se nota ri(σ),
si tiene la forma σ = [µi 7→ µ′i] y vale que:



20 CAPÍTULO 3. FORMALISMO

∀µi, µ j ∈ dom(σ) : µi , µ j =⇒ µ′i , µ
′
j

Este predicado representa una condición suficiente para asegurar que al aplicar la
sustitución a un tipo, el nuevo tipo es equivalente al original, de acuerdo a la relación
de equivalencia presentada anteriormente.

Orden y equivalencia de tipos

A continuación se define una noción de orden sobre los tipos, que será de utilidad
en las siguientes secciones. Para ello se utilizan sustituciones de variables de efecto
por filas de efectos, usualmente denotadas con las letras σ, η y γ. Dados dos tipos T1
y T2, se define la relación de orden como:

T1 v T2 ::= ∃σ (T2 = T1[σ])

La interpretación de esta relación es que si T1 v T2, T1 es menos concreto que T2.
En base a este orden, se define la siguiente noción de equivalencia.

T1 ≡ T2 ::= T1 v T2 ∧ T2 v T1

Ambas relaciones pueden extenderse de manera trivial a los esquemas de tipo.

Contextos de tipado

Los contextos de tipado, notados Γ, distinguen entre variables monomórficas y
polimórficas en efectos, de manera similar a los de Frank [19]:

Γ ::= · | Γ, x : A | Γ, f : S

No se permiten repeticiones de nombres de variables en el contexto. Adicionalmente,
las relaciones de orden y equivalencia de los tipos puede extenderse a los contextos
de la siguiente manera:

Γ1 v Γ2 ::= dom(Γ1) = dom(Γ2) ∧ ∃σ (Γ2 = Γ1[σ])

Γ1 ≡ Γ2 ::= Γ1 v Γ2 ∧ Γ2 v Γ1

Esto quiere decir que dos contextos son equivalentes si tienen las mismas variables y
todos los tipos que los componen son equivalentes simultáneamente.

3.3. Sistema declarativo

A continuación se introduce un sistema de tipos y efectos declarativo junto a
su semántica denotacional y operacional para un subconjunto de los términos. Este
sistema no está pensado teniendo en cuenta su implementación, sino que representa
una abstracción útil para simplificar el razonamiento sobre el tipado. En particular,
sobre este sistema declarativo se enuncia y se prueba la seguridad del lenguaje.
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En esta sección se ignoran ciertas construcciones del lenguaje que no aportan
diferencias fundamentales en el tipado y, por lo tanto, permiten reducir el tamaño de
las pruebas sin perder generalidad. Estas son las contantes de tipo bool y nat junto
a sus destructores.

Reglas de tipado

En esta sección se desarrollará el juicio de tipado Γ ` t : T , que afirma que el
término t tiene tipo T en el contexto Γ. Este juicio es, más formalmente, una genera-
lización de dos juicios de tipado, uno para tipos valor y otro para tipos computación,
que comparten la notación. En adelante, se usará T para notar tanto tipos valor como
tipos computación.

A continuación, se describen las reglas de tipado definidas en la Figura 3.1:

VarD Una variable monomórifica tiene el tipo que le asigna el entorno.

PVarD Un esquema de tipo puede ser instanciado con una sustitución arbitraria θ de
sus variables de efecto universalmente cuantificadas.

ValD Las computaciones base pueden ser tipadas con cualquier fila de efectos. Esto
permite agregar los efectos necesarios para hacer compatibles los tipos en las
otras reglas.

UnitD El valor ( ) tiene tipo unit.

AppD Para tipar la aplicación de e1 a e2, e1 debe ser una función y e2 debe ser del
tipo del dominio de e1.

FunD Una abstracción tiene el tipo A→ C si el cuerpo de la función puede ser tipado
con C al extender el entorno con la variable abstraı́da.

OpD Para tipar la invocación a una operación, primero se verifica que la expresión
argumento verifique el tipo de entrada de dicha operación. En ese caso, esta in-
vocación tiene el tipo de la continuación, asegurándose que este último cuente
con dicha operación en su fila de efectos.

HandD Se requieren dos condiciones a las hipótesis. La primera es que las operaciones
manejadas por un handler sean distintas entre sı́, garantizando que su aplica-
ción sea determinista. La segunda es que todas las operaciones presentes en
el tipo de la computación de entrada que no son manejadas por el handler,
también formen parte del tipo de salida.

WithD Para tipar la aplicación de un handler h a una computación c, se verifica que h
tenga tipo handler y que c sea del tipo del dominio de h.

AnnoD El tipo de un término anotado es el de su anotación.
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LetD En el tipado de una expresión let se pide que ambas computaciones tengan los
mismos efectos en sus filas. Además, en el tipado de la segunda computación,
se extiende el entorno reflejando que la variable declarada en esta construcción
es polimórfica. Para ello, se cuantifican universalmente todas las variables de
efectos de A que no ocurran en Γ, evitando capturar variables ya ligadas.

x : A ∈ Γ
Γ ` x : A VarD

f : ∀µ.A ∈ Γ

Γ ` f : A[θ] PVarD
Γ ` ( ) : unit UnitD

Γ ` e1 : A→ C Γ ` e2 : A
Γ ` e1 e2 : C AppD

Γ, x : A ` c : C
Γ ` fun x 7→ c : A→ C FunD

Op : Aop → Bop ∈ Σ Γ ` e : Aop Γ, y : Bop ` c : A〈E〉 Op ∈ E

Γ ` Op e (y.c) : A〈E〉 OpD

{Opi , Op j}i, j ∆ \ {Opi}
n
i=1 ⊆ ∆′ Γ, x : A ` cv : B〈∆′ | µ〉

{Opi : Ai → Bi ∈ Σ Γ, x : Ai, k : Bi → B〈∆′ | µ〉 ` ci : B〈∆′ | µ〉}ni=1

Γ ` handler val x 7→ cv, {Opi x k 7→ ci}
n
i=1 : A〈∆ | µ〉 →→ B〈∆′ | µ〉 HandD

Γ ` h : A〈E〉 →→ B〈E′〉 Γ ` c : A〈E〉
Γ ` with h handle c : B〈E′〉 WithD Γ ` t : T

Γ ` (t : T ) : T AnnoD

Γ ` c1 : A〈E〉 Γ, x : ∀µ.A ` c2 : B〈E〉
Γ ` let x B c1 in c2 : B〈E〉 LetD

Γ ` e : A
Γ ` val e : A〈E〉 ValD

Figura 3.1: Reglas de tipado declarativas.

Semántica denotacional

Para mostrar la estrecha relación entre Alef y la teorı́a de efectos algebraicos se
presenta una semántica denotacional que modela este lenguaje haciendo uso de los
conceptos matemáticos introducidos en la Sección 2.2.

Denotación de tipos

Puesto que Alef no cuenta con recursión ni funciones parciales, los tipos de Alef
se modelan mediante conjuntos. Dado un tipo T , su denotación se escribe ~T � y
sigue la siguiente definición:

~unit� ::= {( )}
~empty� ::= ∅

~A→ C� ::= ~A�→ ~C�
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Es decir, la denotación de un tipo función es el conjunto de funciones entre las deno-
taciones de su dominio y codominio.

~B→→ C� ::= ~B�→→ ~C�

Para el tipo handler, su denotación son los T-homomorfismos entre las denotaciones
de su dominio y codominio, siguiendo la presentación del modelado de handlers de
la Sección 2.2.

~A〈∆ | µ〉� ::= ~A�〈∆〉

Por último, la denotación de un tipo computación corresponde al modelo libre sobre
la teorı́a sin ecuaciones (∆, ∅) generado por ~A�. Esto quiere decir que ~A�〈∆〉 es el
conjunto de árboles de computación cuyos elementos tienen la forma:

val e para algún e ∈ ~A�.

Op(e, κ) para algún e ∈ ~Aop� y κ : ~Bop�→ ~A�〈∆〉.

Se utiliza notación en negrita para diferenciar estos últimos de las construcciones de
Alef .

Adicionalmente, es necesario introducir la denotación para los esquemas de tipo.
Esta corresponde a la intersección de las denotaciones de las posibles instanciaciones
de sus variables de efectos cuantificadas:

~∀µ.A� ::=
⋂
AvA′
~A′�

Denotación de términos

Como en este modelo se interpretan términos tipados, es necesario contar con la
denotación de los contextos de tipado:

~Γ� ::=
∏

x∈dom(Γ)

~Γ(x)�

En palabras, un contexto se denota mediante el producto cartesiano de las denotacio-
nes de los tipos que lo forman. Entonces, un elemento de ~Γ� es una función ρ tal
que para cada x ∈ dom(Γ), ρ(x) ∈ ~Γ(x)�.

Con esto, los juicios de tipado Γ ` t : T reciben la interpretación:

~Γ ` t : T � ::= ~Γ�→ ~T �

Es decir, un término tipado es denotado por una función que dado un contexto ρ de-
vuelve un elemento de la denotación del tipo correspondiente. Estas interpretaciones
de términos tipados se definen como:

~Γ ` x : A�(ρ) ::= ρ(x) (Si x : A ∈ Γ)
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~Γ ` f : A[θ]�(ρ) ::= ρ( f ) (Si f : ∀µ.A ∈ Γ)

~Γ ` val e : A〈E〉�(ρ) ::= val (~Γ ` e : A�ρ)

~Γ ` ( ) : unit�(ρ) ::= ( )
~Γ ` e1 e2 : C�(ρ) ::= (~Γ ` e1 : A→ C�ρ) (~Γ ` e2 : A�ρ)

~Γ ` (t : T ) : T �(ρ) ::= ~Γ ` t : T �ρ

~Γ ` fun x 7→ a : A→ C�(ρ) ::= λa ∈ ~A�. ~Γ, x : A ` c : C�(ρ ⊕ x 7→ a)

Donde (ρ ⊕ x 7→ a) corresponde a la extensión funcional de ρ que le asigna a a x.

~Γ ` Op e (y.c) : A〈E〉�(ρ) ::=

Op(~Γ ` e : Aop�ρ, λb ∈ ~Bop�. ~Γ, y : Bop ` c : A〈E〉�(ρ ⊕ y 7→ b))

Para la siguiente denotación, se nota con h a handler val x 7→ cv, {Opi x k 7→ ci}
n
i=1.

~Γ ` h : A〈E〉 →→ B〈E′〉�(ρ) ::= H

Donde H : ~Γ�→ ~A〈E〉�→→ ~B〈E′〉� se define recursivamente como:

H(ρ)(val e) ::= ~Γ, x : A ` cv : B〈E′〉�(ρ ⊕ x 7→ e)
H(ρ)(Op(e, κ)) ::= ~Γ, x : Ai, k : Bi → B〈E′〉 ` ci : B〈E′〉�(ρ⊕x 7→ e⊕k 7→ H(ρ)◦κ)

~Γ ` with h handle c : B〈E′〉�(ρ) ::= (~Γ ` h : A〈E〉 →→ B〈E′〉�ρ) (~Γ ` c : A〈E〉�ρ)

Previo a la denotación del let, se define el lifting de una función f : ~A�→ ~B〈E〉�
como la función f † : ~A〈E〉�→ ~B〈E〉� dada recursivamente por:

f †(val e) ::= f (e)
f †(Op(e, κ)) ::= Op(e, f † ◦ κ)

~Γ ` let x B c1 in c2 : B〈E〉�(ρ) ::=

(λa ∈ ~A�. ~Γ, x : ∀µ.A ` c2 : B〈E〉�(ρ ⊕ x 7→ a))† (~Γ ` c1 : A〈E〉�ρ)

Semántica operacional

La semántica operacional small-step se define en base a la relación c  c′, que
significa que la computación c evalúa en un paso a la computación c′. Esta se define
en la Figura 3.2.

Las reglas de mayor interés son aquellas que corresponden a la aplicación de un
handler. La primera de estas, E-With-Val, se ocupa del caso en el que la computación
manejada es una expresión pura, de la forma val e. En este caso, esta computación
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es manejada con la cláusula correspondiente a valores, instanciando la variable de-
clarada a la expresión pasada.

La segunda, E-With-Handle, corresponde al caso de la invocación de una de las
operaciones manejadas por el handler. Esta computación evalúa a la cláusula que
dicha operación tiene asociada en la definición del handler, instanciando por un lado
la variable del argumento, y por otro lado la variable de la continuación, que pasa a
ser la aplicación del mismo handler sobre la continuación provista por el llamado a
la operación.

El último caso, además de la regla de congruencia, corresponde a la regla E-
With-Ign que se ocupa de manejar el llamado a una operación no descripta en el
handler. En este caso, se evalúa llamando a esta operación, pero aplicando el mismo
handler sobre su continuación.

Estas últimas dos reglas muestran que los handlers utilizados en Alef correspon-
den a handlers profundos, ya que sus aplicaciones se propagan dentro de los árboles
de computación.

Las últimas reglas —aquellas cuyos nombres terminan en A— corresponden a
los casos en los que ciertas anotaciones de tipo deben ser propagadas en la evalua-
ción. Esto es necesario cuando se sustituye una variable por una expresión de la cual
se conoce el tipo por una anotación existente. Sin embargo, solo se anotan funciones
y handlers, puesto que no tiene sentido anotar el resto de las expresiones del lengua-
je (constantes y variables). Para tener en cuenta esto último, se define la siguiente
notación:

e : A
::::

::=

e : A si e es una función o handler,
e en otro caso.

Seguridad

La seguridad de la relación de evaluación respecto al sistema de tipos se enuncia
en base a dos lemas. El primero, Preservación, establece que si un término tipado
puede dar un paso de evaluación, al resultado de esta última también se le puede
asignar el mismo tipo.

Lema 1 (Preservación). Para todo Γ, T , c y c′ tales que Γ ` t : T y t t′, vale que
Γ ` t′ : T .

El segundo lema corresponde al Progreso, y garantiza que todo término tipable
es un terminal o puede ser evaluado.

Lema 2 (Progreso). Para toda computación cerrada c y todo tipo C〈E〉 tales que
· ` c : C〈E〉, vale una de las siguientes:

∃v (c = val v ∧ · ` v : C).

∃Op j, e, k (c = Op j e k ∧ Op j ∈ E).

∃c′ (c c′)
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En estas reglas se nota con h la construcción handler val x 7→ cv, {Opi x k 7→ ci}
n
i=1

y con H al tipo C →→ D.

(fun x 7→ c) e c[x 7→ e] (E-App)

with h handle (val e) cv[x 7→ e] (E-With-Val)

Op j ∈ {Opi}
n
i=1

with h handle (Op j e y.c) c j[x 7→ e, k 7→ (fun y 7→ with h handle c)]
(E-With-Handle)

Op j < {Opi}
n
i=1

with h handle (Op j e y.c) Op j e y.(with h handle c) (E-With-Ign)

c c′
with e handle c with e handle c′ (E-With-Congr)

let x B (val e) in c2  c2[x 7→ e] (E-Let-Val)

let x B Op e y.c1 in c2  Op e y.(let x B c1 in c2) (E-Let-Op)

c1  c′1
let x B c1 in c2  let x B c′1 in c2 (E-Let-Congr)

(fun x 7→ c : A→ C) e c[x 7→ e : A
::::

] (E-App-A)

with h : H handle (val e) cv[x 7→ e : C
::::

] (E-With-Val-A)

Op j ∈ {Opi}
n
i=1

with h : H handle (Op j e y.c) c j[x 7→ e : C
::::

, k 7→ (fun y 7→ with h : H handle c)]

(E-With-Handle-A)

Op j < {Opi}
n
i=1

with h : H handle (Op j e y.c) Op j e y.(with h : H handle c)
(E-With-Ign-A)

let x B (val e) : A in c2  c2[x 7→ e : A
::::

] (E-Let-Val-A)

Figura 3.2: Relación de evaluación.
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Las pruebas de los Lemas 1 y 2 se encuentran en el Capı́tulo 6. Juntando estos
dos lemas, se alcanza el siguiente teorema de Seguridad.

Teorema 1 (Seguridad). Toda computación cerrada del tipo C〈E〉 es un valor de
tipo C o la invocación de una operación contenida en E o puede ser evaluada a otra
computación del tipo C〈E〉.

Ejemplos

Como primer ejemplo se muestra el tipado de la aplicación de una función de alto
orden. En particular, el término a tipar es apply crash, donde apply ::= fun f 7→
f ( ) y crash es una función que puede fallar.

Se divide el tipado en dos derivaciones, con el fin de simplificar su lectura. En
primer lugar, se presenta en la Figura 3.3 el tipado de apply, para el cual se define el
contexto Γ1 como aquel con la asignación f : unit→ unit〈Throw | µ〉.

VarD
Γ1 ` f : unit→ unit〈Throw | µ〉 UnitDΓ1 ` ( ) : unit

AppDΓ1 ` f ( ) : unit〈Throw | µ〉
FunD

· ` fun f 7→ f ( ) : (unit→ unit〈Throw | µ〉)→ unit〈Throw | µ〉

Figura 3.3: Tipado de apply.

Luego, con Γ ::= apply : (unit→ unit〈Throw | µ〉)→ unit〈Throw | µ〉, crash :
unit → unit〈Throw | µ〉, el tipado del término inicial, apply crash, se presenta el
la figura 3.4.

El siguiente ejemplo consiste en la aplicación de un handler que cuenta el número
de llamados a Print de una computación. Se supone que la signatura correspondien-
te a Print es nat→ unit. El término withcount, que se tipará y evaluará, se define
en la Figura 3.5,

Para el resto del ejemplo, se abreviará con h al handler del programa anterior.
Similarmente al primer ejemplo, se separa la sub-derivación de h de la derivación de
tipado principal, ambas presentes en la Figura 3.6.

Para concluir el ejemplo, se muestran en la Figura 3.7 los pasos que tomarı́a la
evaluación de este programa.

VarD
Γ ` apply : (unit→ unit〈Throw | µ〉)→ unit〈Throw | µ〉 VarD

Γ ` crash : unit→ unit〈Throw | µ〉
AppDΓ ` apply crash : unit〈Throw | µ〉

Figura 3.4: Tipado del término apply crash.
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withcount ::= with (handler val x 7→ val 0,

{Print x k 7→ let y B k ( ) in val (succ y)})

handle Print(7)

Figura 3.5: Definición del término withcount.

Sea T ::= ...
ValDx : unit ` val 0 : nat〈µ〉

...
AppD. . . ` k ( ) : nat〈µ〉

...
ValD. . . ` val (succ y) : nat〈µ〉

LetDx : unit, k : nat→ nat〈µ〉 ` let y B k ( ) in val (succ y) : nat〈µ〉
HandD

· ` h : unit〈Print | µ〉 →→ nat〈µ〉

en

T
HandD

· ` h : unit〈Print | µ〉 →→ nat〈µ〉

...
· ` 7 : nat

...
ValDz : unit ` val z : unit〈Print | µ〉
OpD

· ` Print 7 z.(val z) : unit〈Print | µ〉
WithD

· ` with h handle Print(7) : nat〈µ〉

Figura 3.6: Tipado de withcount.

with h handle Print(7)

 

let y B (fun z 7→ with h handle (val z)) ( ) in val (succ y)

 

let y B with h handle val ( ) in val (succ y)

 

let y B val 0 in val (succ y)

 

val (succ 0)

Figura 3.7: Evaluación del término withcount.

3.4. Sistema bidireccional

Si bien la claridad conceptual del sistema declarativo presentado en las secciones
anteriores simplifica el razonamiento sobre el mismo, el nivel de abstracción en el
que se define dificulta la tarea de implementación. En particular, la dificultad radica
en que las reglas de este sistema declarativo asumen que los tipos en el contexto ya
cuentan con todos los efectos necesarios para ser compatibles, sin que exista forma de
promoverlos. Esto es posible gracias a la regla ValD, en la que los efectos asociados
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a la computación son independientes de las hipótesis. Similarmente, las instancias de
variables polimórficas generadas por PVarD no determinan la sustitución aplicada.
Estas particularidades hacen que el sistema declarativo no sea dirigido por sintaxis,
lo que es un problema para su implementación.

Para expresar esto de una manera dirigida por sintaxis, en esta sección se pre-
senta un sistema de tipado bidireccional con polimorfismo de efectos basado en la
instanciación de variables de efectos.

Juicios

Al desarrollarse un sistema de tipado bidireccional, es necesario definir dos jui-
cios de tipado, uno para sı́ntesis y otro para chequeo. Estos son:

Γ ` t
η
⇒ T : Dados Γ y t, se puede sintetizar el tipo T para t en el contexto Γ,

produciendo las instanciaciones de variables de efectos η.

Γ ` t
σ
⇐ T : Dados Γ, t y T , t chequea el tipo T en Γ con la instanciación σ de

sus variables de efectos. Esta instanciación es una sustitución de variables de
efectos por filas, y representa la captura de los efectos de ambiente.

En base a este último juicio se puede definir un juicio de chequeo más conven-
cional, que determina si un término tiene exactamente un tipo dado:

Γ ` t ⇐ T ::= (Γ ` t
σ
⇐ T ) ∧ T ≡ T [σ]

De esta manera, Γ ` t ⇐ T vale si t chequea el tipo T en el contexto Γ con una
instanciación que, una vez aplicada al tipo T , produce un tipo α-equivalente a es-
te. Esto garantiza que la sustitución correspondiente a esta instanciación no aporte
información adicional sobre el tipo T .

Instanciación de variables de efectos

En el tipado bidireccional suele ser necesario comparar un tipo que está siendo
chequeado con uno sintetizado para el mismo término. Para estas comparaciones se
dan dos relaciones de instanciación de variables de efectos, una para filas de efectos
y otra para tipos.

La primera —E1
σ
ZR E2, definida en la Figura 3.8— toma dos filas de efectos

(E1 y E2) y devuelve la sustitución σ que captura las instanciaciones necesarias para
unificar estas dos filas en una nueva, que contiene todas las operaciones de ambas.
Para esta definición se nota con ∆1 \ ∆2 a la diferencia de conjuntos.

Similarmente, la segunda relación,T1
σ
ZT T2, toma dos tipos (T1 yT2) y devuel-

ve la sustitución σ que contiene las instanciaciones de variables de efectos necesarias
para unificar las filas de efectos presentes en estos dos tipos. Para su definición, pre-
sente en la Figura 3.9, se simboliza con BT a los tipos base, es decir, bool, unit,
nat y empty.
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E1 = E2

E1
[]
ZR E2

〈∆1 | µ1〉 , 〈∆2 | µ2〉

〈∆1 | µ1〉
[µ1 7→∆2\∆1 | µ

′, µ2 7→∆1\∆2 | µ
′]

ZR 〈∆2 | µ2〉

Figura 3.8: Relación de instanciación de variables de efectos para filas.

A
σ1
ZT A′ C[σ1]

σ2
ZT C′[σ1] E[σ1σ2]

σ3
ZR E

′[σ1σ2]

A→ C〈E〉
σ1σ2σ3
ZT A′ → C′〈E′〉

BT
[]
ZT BT

C
σ1
ZT C′ E[σ1]

σ2
ZR E

′[σ1]

C〈E〉
σ1σ2
ZT C′〈E′〉

C
σ1
ZT C′ D[σ1]

σ2
ZT D′[σ1]

E1[σ1σ2]
σ3
ZR E′1[σ1σ2] E2[σ1σ2σ3]

σ4
ZR E′2[σ1σ2σ3]

C〈E1〉 →→ D〈E2〉
σ1σ2σ3σ4
ZT C′〈E′1〉 →→ D′〈E′2〉

Figura 3.9: Relación de instanciación de variables de efectos para tipos.

De esta forma, la segunda relación permite propagar las instanciaciones de varia-
bles de efecto sobre los tipos, chequeando además que ambos coincidan estructural-
mente.

Reglas de tipado

Para auxiliar la definición de las reglas de tipado, se introduce una función add(E, Op) =

γ. Esta toma una fila E y una operación Op y devuelve la sustitución necesaria (γ)
para agregar Op a E. Su definición es:

add(〈∆ | µ〉, Op) =

[] Op ∈ ∆

[µ 7→ 〈Op | µ′〉] Op < ∆

Adicionalmente, la función ren toma un conjunto de variables de efecto y retorna
una instanciación que sustituye cada una de ellas por una nueva variable fresca.

En la Figura 3.10 se definen las reglas de tipado. Las reglas que corresponden
al tipado de valores de tipos base son triviales. A continuación se presentan algunas
aclaraciones sobre las restantes:

Var Para sintetizar el tipo de una variable monomórfica en efectos perteneciente al
contexto se retorna el tipo correspondiente.
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PVar Un esquema de tipo se instancia renombrando sus variables de efectos cuanti-
ficadas con variables frescas.

Val Una vez sintetizado el tipo de e, se retorna un tipo computación con una varia-
ble de efectos fresca.

CS Permite chequear un tipo que puede ser sintetizado, módulo instanciaciones.
Esta regla se aplica únicamente a los términos que no cuentan con otra regla
de chequeo, por lo que no se rompe la dirección por sintaxis del sistema.

Anno La anotación de tipos es necesaria para algunas construcciones cuyos tipos
solo pueden ser chequeados. Se suponen frescas las variables de tipos de las
anotaciones.

App Al sintetizarse el tipo de una aplicación de función, se debe aplicar la instan-
ciación de variables de efectos capturadas en el chequeo. Las instanciaciones
η se propagan al contexto para el chequeo.

Fun El tipo de una abstracción solamente puede ser chequeado.

If, Match Se chequea que el tipo de la expresión sea correcto. Luego, se sintetiza el ti-
po correspondiente a la primera rama y se lo utiliza para chequear el tipo de la
segunda, propagando en el contexto las instanciaciones de η. El tipo que se sin-
tetiza es el de la primera rama luego de aplicar las instanciaciones resultantes
del chequeo.

Op Para la invocación de una operación, se chequea el tipo del parámetro y luego
se sintetiza el de la continuación. Por último, se computa la instanciación ne-
cesaria para que la operación esté presente en la fila de efectos. El tipo de esta
computación es el resultante de aplicar ésta al tipo sintetizado para la conti-
nuación.

Hand Las hipótesis de esta regla se dividen en cuatro partes. En primer lugar se veri-
fica que no haya más de una cláusula para cada operación, para que la aplica-
ción de un handler sea determinista. Luego se comprueba que las operaciones
adicionales de ∆ también se encuentren en ∆′. En tercer lugar se chequea el
tipo de la computación correspondiente al caso de val , capturando instan-
ciaciones σ0. Finalmente, para cada Opi manejada por el handler, se chequea
el tipo de ci, capturando σi. En estos chequeos se aplican las instanciaciones
θi ::= σ0σ1 . . . σi.

With Es similar a App. En el chequeo de c se capturan las operaciones no manejadas
ni declaradas por el handler en σ, para luego añadirlas en el tipo resultante por
medio de la aplicación de esta instanciación.

Let En primer lugar se sintetizan el tipos de c1. Posteriormente se hace lo mismo
con c2, propagando las instanciaciones de la primera en el contexto. Luego,
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se unifica la fila del primero con la del segundo, generando una instanciación
σ. Por último, se devuelve el tipo generado para c2 luego de aplicar dicha
instanciación.

x : A ∈ Γ

Γ ` x
[]
⇒ A

Var
f : ∀µ.A ∈ Γ ren(µ) = ρ

Γ ` f
[]
⇒ A[ρ]

PVar Γ ` e
η
⇒ nat

Γ ` succ e
η
⇒ nat

Succ

Γ ` true
[]
⇒ bool

True
Γ ` false

[]
⇒ bool

False
Γ ` 0

[]
⇒ nat

Zero

Γ ` t
η
⇒ T ′ T ′

σ
ZT T [η]

Γ ` t
ησ
⇐ T

CS
Γ ` ( )

[]
⇒ unit

Unit Γ ` t
σ
⇐ T T ≡ T [σ]

Γ ` (t : T )
σ
⇒ T [σ]

Anno

Γ ` e1
η
⇒ A→ C〈E〉 Γ[η] ` e2

σ
⇐ A

Γ ` e1 e2
ησ
⇒ C〈E〉[σ]

App
Γ, x : A ` c

σ
⇐ C〈E〉

Γ ` fun x 7→ c
σ
⇐ A→ C〈E〉

Fun

Γ ` e⇐ bool Γ ` c1
η
⇒ C〈E〉 Γ[η] ` c2

σ
⇐ C〈E〉

Γ ` if e then c1 else c2
ησ
⇒ C〈E〉[σ]

If

Γ ` e⇐ nat Γ ` c1
η
⇒ C〈E〉 Γ[η], x : nat ` c2

σ
⇐ C〈E〉

Γ ` (match e with 0 7→ c1 | succ x 7→ c2)
ησ
⇒ C〈E〉[σ]

Match

Op : Aop → Bop ∈ Σ Γ ` e⇐ Aop (Γ, y : Bop) ` c
η
⇒ A〈E〉 add(E, Op) = γ

Γ ` Op e (y.c)
ηγ
⇒ A〈E〉[γ]

Op

{Opi , Op j}i, j ∆ \ {Opi}
n
i=1 ⊆ ∆′ Γ, x : A ` cv

σ0
⇐ B〈∆′ | µ〉{

Opi : Ai → Bi ∈ Σ (Γ, x : Ai, k : Bi → B〈∆′ | µ〉)[θi] ` ci
σi
⇐ B〈∆′ | µ〉[θi]

}n

i=1

Γ ` handler val x 7→ cv, {Opi x k 7→ ci}
n
i=1

θk
⇐ A〈∆ | µ〉 →→ B〈∆′ | µ〉

Hand

Γ ` h
η
⇒ A〈E〉 →→ B〈E′〉 Γ[η] ` c

σ
⇐ A〈E〉

Γ ` with h handle c
ησ
⇒ B〈E′〉[σ]

With Γ ` e
η
⇒ A

Γ ` val e
η
⇒ A〈µ〉

Val

Γ ` c1
η1
⇒ A〈E1〉 Γ[η1], x : ∀µ.A ` c2

η2
⇒ B〈E2〉 E1[η2]

σ
ZR E2

Γ ` let x B c1 in c2
η1η2σ
⇒ B〈E2〉[σ]

Let

Figura 3.10: Reglas de tipado bidireccional.

Ejemplos

Se mostrará el tipado de los mismos ejemplos usados para el sistema declarativo.
Esto permite apreciar los puntos en común entre ambos y entender los mecanismos
que garantizan la implementabilidad del bidireccional.
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Nuevamente se divide el primer ejemplo en dos partes: el tipado de la función
apply y el de la aplicación apply crash. Para el primero, se nota con Γ1 al contexto
con la asignación f : unit → unit〈µ〉. Esta primera derivación se muestra en la
Figura 3.11 y corresponde a chequeo, ya que se trata de la definición de una función.

Var
Γ1 ` f

[]
⇒ unit→ unit〈µ〉

...

Γ1 ` ( )
[]
⇐ unit

App
Γ1 ` f ( )

[]
⇒ unit〈µ〉 unit〈µ〉

[]
ZT unit〈µ〉 CS

f : unit→ unit〈µ〉 ` f ( )
[]
⇐ unit〈µ〉

Fun
· ` fun f 7→ f ( )

[]
⇐ (unit→ unit〈µ〉)→ unit〈µ〉

Figura 3.11: Tipado de la función apply.

Además, como no se producen instanciaciones, se tiene que

· ` apply⇐ (unit→ unit〈µ〉)→ unit〈µ〉

La segunda parte, presente en la Figura 3.12, muestra la sı́ntesis del tipo de
apply crash.

Γ ::= apply : (unit→ unit〈µ〉)→ unit〈µ〉,

crash : unit→ unit〈Throw | µ′〉

T1 ::= unit→ unit〈µ〉

T2 ::= unit→ unit〈Throw | µ′〉

σ ::= [µ 7→ 〈Throw | µ1〉, µ
′ 7→ 〈µ1〉]

VarD

Γ ` apply
[]
⇒ (unit→ unit〈µ〉)→ unit〈µ〉

Var
Γ ` crash

[]
⇒ T2 T2

σ
ZT T1 CS

Γ ` crash
σ
⇐ T1 App

Γ ` apply crash
σ
⇒ unit〈Throw | µ1〉

Figura 3.12: Tipado del término apply crash.

El siguiente ejemplo corresponde al tipado de la aplicación de un handler que
cuenta el número de llamados a Print de un programa. Su derivación se encuentra
en la Figura 3.13.
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3.5. Correspondencia de ambos sistemas

Hasta ahora se tienen dos sistemas de tipos para Alef : uno declarativo sobre el
cual se enuncia la seguridad y otro bidireccional que corresponde a la implementa-
ción concreta. Para garantizar que lo demostrado sobre el primero vale también en el
segundo, en esta sección se establece una correspondencia entre ambos.

Consistencia y completitud

La correspondencia mencionada anteriormente se divide en dos teoremas: uno
que lleva del sistema bidireccional al declarativo (Consistencia) y el otro en el sentido
inverso (Completitud). Con estos dos teoremas es simple extender el resultado de
seguridad al sistema bidireccional.

Teorema 2 (Consistencia). ∀ Γ, t, T , σ, η
(Γ ` t

σ
⇐ T −→ Γ[σ] ` t[σ] : T [σ]) ∧

(Γ ` t
η
⇒ T −→ Γ[η] ` t[η] : T )

Corolario 1. ∀ Γ, t, T
Γ ` t ⇐ T −→ Γ ` t : T

Se introduce la notación Γ1,T1 v Γ2,T2 para abreviar Γ1, z : T1 v Γ2, z : T2
donde z es una variable que no pertenece a Γ1.

Adicionalmente se dice que un término t está suficientemente anotado, y se no-
ta SA(t), si todos sus sub-términos de la forma fun x 7→ c o handler val x 7→
cv, {Opi x k 7→ ci}

n
i=1 que no sean argumento de una función se encuentran anotados.

Teorema 3 (Completitud). ∀ Γ, t, T

Γ ` t : T ∧ SA(t) −→ ∃η,T ′ (Γ ` t
η
⇒ T ′ ∧ Γ[η],T ′ v Γ,T ) ∨ (5)

∃σ (Γ ` t
σ
⇐ T ∧ Γ,T ≡ (Γ,T )[σ]) (6)

Corolario 2. ∀ Γ, t, T
Γ ` t : T ∧ SA(t) −→ Γ ` t ⇐ T

El teorema de Preservación se extiende al sistema implementable de la siguiente
manera. La Preservación del sistema bidireccional se presenta en base al juicio de
chequeo final, ya que este es el que se usa en el top-level y su formulación es la más
simple.

Sea t un término tal que exista un t′ para el que t t′ y Γ, T tales que Γ ` t ⇐ T .
Como t evalúa a otro término, t es una computación, por lo que cuenta con regla de
sı́ntesis. Luego, por Lema 10, se tiene que SA(t) y por Lema 11, SA(t′).

Luego, se alcanza la Preservación en el sistema bidireccional de la siguiente ma-
nera:
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Γ ` t ⇐ T

Γ ` t : T

Γ ` t′ ⇐ T

Γ ` t′ : T

Consistencia

Preservación

Completitud

Para teorema de Progreso se procede de una manera similar, efectivamente ex-
tendiendo el resultado de seguridad del sistema declarativo sobre el bidireccional.

Teorema 4. El sistema de tipos bidireccional es seguro.



Capı́tulo 4

Comparación con otros sistemas

A continuación se presentará una comparación de Alef con tres de los principales
lenguajes con sistemas de efectos nombrados en el Capı́tulo 1: Eff, Frank y Koka. Se
eligieron estos tres porque, además de ser los lenguajes sobre los cuales más trabajo
se ha realizado sobre efectos algebraicos, cada uno de ellos ha influenciado el diseño
de Alef en cierta medida.

¿Por qué no inferencia?

Antes de comenzar las comparaciones, se hace un breve comentario acerca de
la distinción entre inferencia y chequeo de tipos, y la razón por la cual se eligió la
segunda en Alef .

Dos de los sistemas con los que se compara, Koka y Eff, cuentan con sistemas de
inferencia de tipos y efectos (en el caso de Eff, no forma parte de la implementación).
Estos sistemas evitan por completo la necesidad de anotaciones de tipo por parte del
programador. Sin embargo, para esta tesina se optó utilizar la técnica de chequeo
bidireccional principalmente para concentrar la atención en control de los efectos,
ya que la inferencia de tipos valor es un problema independiente, con soluciones
establecidas.

De todas maneras, la versión de tipado bidireccional desarrollado para Alef es
capaz de sintetizar la información de efectos, por lo que extenderlo para implementar
inferencia no deberı́a traer mayores complicaciones.

4.1. Eff

En primer lugar se establecerá una comparación con Eff, ya que es el lenguaje
sobre el cual se basa Alef . En particular, el lenguaje de esta tesina deriva directamente
de Core Eff [3].

Si bien la definición de los tipos de Alef sigue la de los de este sub-lenguaje de
Eff, estos se diferencian en cómo se establece el polimorfismo de efectos. Eff utiliza
subtipado de efectos, mientras que en Alef se usan filas de efectos. Esta distinción

37
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tiene consecuencias semánticas, ya que el enfoque usado en esta tesina resulta en
tipos más expresivos.

Para ver esto en concreto, se vuelve a los ejemplos de la Sección 3.2 en el cual se
introducen las funciones de alto orden:

ignore : (unit→ unit〈µ1〉)→ unit〈µ2〉

ignore ::= fun f 7→ val ( )

apply : (unit→ unit〈µ1〉)→ unit〈µ1〉

apply ::= fun f 7→ f ( )

Figura 4.1: Ejemplo de funciones de alto orden.

Como se mostró antes, la posibilidad de usar distintas variables de efectos per-
mite diferenciar a nivel de tipos estas funciones. De esta manera, los tipos permiten
expresar que apply tendrá los mismos efectos que la función que toma como argu-
mento, mientras que los efectos ignore son independientes.

En contraste, en Eff ambas funciones tienen el tipo

(unit→ unit!∅)→ unit!∅

haciendo imposible esta distinción.
Otra diferencia entre los tipos de estos lenguajes radica en que el sistema decla-

rativo de Eff describe instancias de efectos. Se decidió dejar de lado estas para el
desarrollo de Alef , ya que el manejo de su generación dinámica complica significa-
tivamente el tipado de efectos (por lo cual tampoco se incluyen en Core Eff) y las
instancias estáticas no aportan semánticamente nada, simplemente pueden conside-
rarse renombres de las operaciones.

Teniendo en cuenta estas diferencias, las reglas del sistema declarativo de Alef
tienen una estructura similar a las de Eff, en particular a su presentación en el tutorial
de Pretnar [27]. En ambos, la única forma de promover la información de efectos de
un término es por medio de la regla para computaciones puras, evitando la necesidad
de subtipado y, por ende, resultando en un sistema más simple.

Adicionalmente, Pretnar [28] describe un sistema de inferencia de tipos y efectos
que consiste en una versión implementable del anterior. Sin embargo, este no forma
parte de la implementación actual de Eff. Este sistema de inferencia está basado en la
recolección de restricciones que, luego del tipado, son resueltas por una función de
unificación. Además, se extienden los tipos con parámetros de tipos, parámetros de
región (que capturan información de las instancias de efectos), y un dirt parameter,
que cumple la función de la variable de efectos en un sistema con polimorfismo de
filas, pero al ser única no añade la expresividad mencionada anteriormente.
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Estas extensiones, especialmente las restricciones, complejizan significativamen-
te los tipos del sistema. Esto no solo hace más difı́cil razonar sobre este sistema, sino
que también dificultan su interacción con el usuario. Si bien se presentan mecanismos
de simplificación de restricciones, resulta necesario descartar algunas de estas para
poder mostrar los tipos inferidos, comunicando tipos menos precisos. Este sistema
de efectos de Eff no incorpora una construcción para anotar el tipo de un término, lo
cual, a pesar de no ser necesario por contar con inferencia, puede ser útil en la prácti-
ca. La complejidad de los tipos serı́a una barrera para añadir anotaciones de tipo al
lenguaje, ya que los usuarios deberı́an escribir los tipos con todas las restricciones.

En cuanto a la implementación concreta de estos sistemas, no es posible hacer
una comparación puesto que la versión de Eff disponible1 no cuenta con un sistema
de tipos. Esto se debe a que ninguno de los sistemas implementables de Eff logró
incluir el comportamiento de las instancias dinámicas, que son parte del lenguaje.

4.2. Frank

Como se introdujo en la Sección 1.1, Frank [19] es un lenguaje funcional aplica-
tivo que introduce una variante de los handlers descriptos originalmente por Plotkin
y Pretnar [24]. Esta consiste en generalizar las funciones y los handlers a una única
abstracción, llamada operador, que puede manejar múltiples computaciones impuras
a la vez, convirtiéndose en multihandlers.

En contraste a Alef , que cuenta con handlers profundos, Frank usa handlers su-
perficiales. La diferencia de estos respecto a los primeros es que al ser aplicados,
solo manejan un paso de la computación. En concreto, en la semántica del manejo
de una operación por un handler superficial no se vuelve a aplicar el handler sobre
la continuación que captura el resto del programa. Otra manera de ver la diferencia
entre estos tipos de handlers consiste en que los profundos representan un fold sobre
el árbol de la computación que maneja, mientras que los superficiales son análogos a
hacer análisis por casos sobre su raı́z.

A pesar de que el uso de handlers superficiales simplifica la escritura de ciertos
programas, los profundos se comportan de manera más regular y su semántica de fold
hace que sea más fácil razonar sobre ellos. Adicionalmente, las implementaciones de
handlers profundos suelen ser más eficientes [13]. Estas variaciones que introduce
Frank también se ven reflejadas en sus tipos. Para incorporar estas variaciones, en
particular los multihandlers, los tipos de Frank se alejan de la formulación original
de Plotkin y Power. Como consecuencia, se pierde en cierta medida la semántica
denotacional de tipos basada en la teorı́a presentada en la Sección 2.2.

Para contar con polimorfismo de efectos, Frank usa una variante de polimorfismo
de fila similar a la usada en Alef , pero en Frank se busca evitar escribir la variable de
efectos en el código. Para esto, se introduce azúcar sintáctico que incorpora variables
frescas a los tipos. Sin embargo, esto no se puede evitar del todo, ya que esta elabo-

1Disponible en https://github.com/matijapretnar/eff/.

https://github.com/matijapretnar/eff/
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ración automática no puede distinguir la diferencia semántica vista en la Figura 4.1
de la sección anterior.

Los sistemas de tipado tanto de Frank como de Alef se basan en la técnica bi-
direccional, pero no de la misma manera. La principal diferencia radica en que en
Frank la información de efectos siempre fluye “hacia adentro”, es decir, siempre es
chequeada, por lo que debe ser llevada de manera adicional en ambos juicios de ti-
pado. En cambio, en Alef toda la información de efectos se encuentra en los tipos y,
en consecuencia, es chequeada en el juicio de chequeo y sintetizada en el juicio de
sı́ntesis. Si bien la primera alternativa puede ser más simple de formular, requiere de
tipos más gruesos y la segunda obtiene mejores mensajes de error, ya que permite
mostrar el tipo con efectos sintetizado junto al que se chequea.

Para ver puntualmente cómo la alternativa usada en Frank requiere tipos más
gruesos, se vuelve al ejemplo de las funciones de alto orden de la sección anterior. Si
se quisiera tipar la aplicación ignore (λ .Op()), el tipo con el que se deberı́a declarar
ignore tendrı́a que ser análogo a

(unit→ unit〈Op | µ1〉)→ unit〈µ2〉

Esto se debe a que en Frank no es posible instanciar µ1 a 〈Op|µ′1〉 en el tipado y pro-
pagar esta instanciación “hacia afuera”. Esto se ve claramente en la regla de cambio
de modo, en la que para chequear con un tipo T un término para el cual se sintetiza
el tipo T ′, se requiere que T y T ′ sean exactamente iguales.

Sin embargo, la implementación de Frank2 soluciona estos inconvenientes intro-
duciendo un mecanismo de unificación que reemplaza esa igualdad de tipos. De esta
manera, la implementación permite propagar información de tipado “hacia afuera”,
diferenciándose de su planteo teórico. Si bien esto logra simplificar las anotaciones,
y en particular hace que la implementación de Frank acepte el ejemplo de ignore
con el mismo tipo que en Alef , este mecanismo no se incluye dentro de lo formu-
lación teórica del sistema de efectos de Frank, como sı́ se hace con la relación de
instanciación ZT en Alef .

4.3. Koka

El lenguaje Koka [17, 18], a diferencia de los dos anteriores y Alef , no se di-
señó originalmente en base a la teorı́a de efectos algebraicos, sino que los conceptos
derivados de esta se introdujeron posteriormente. Por esta razón se pueden notar sig-
nificativas diferencias entre Koka y el resto de estos lenguajes, en particular en sus
tipos.

En primer lugar, la mayor distinción entre los tipos de Koka y Alef es que el
primero no cuenta con tipos computación. En cambio, la información de efectos de
Koka siempre se encuentra en el tipo de las funciones, ya que la aplicación de estas
son el único punto en el cual se pueden invocar operaciones en este lenguaje.

2Disponible en https://github.com/frank-lang/frank.

https://github.com/frank-lang/frank
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Esta distinción cobró importancia una vez que Koka incorporó partes de la teorı́a
de efectos algebraicos. Su versión inicial [17] solo consideraba efectos intrı́nsecos
del lenguaje, no efectos definidos por el usuario. Por esto, no contaba con handlers
generales, sino que cada efecto tenı́a un destructor especı́fico. Una versión posterior
[18] extiende Koka añadiendo un mecanismo para manejar computaciones, junto a
azúcar sintáctico que permite escribir handlers mediante funciones. Sin embargo, los
tipos de Koka no se modificaron al incorporar esto y los handlers, en vez de tener un
constructor de tipos que asocia un par de tipos computación (de la forma C →→ D),
se codifican mediante tipos función análogos a (unit→ C)→ (unit→ D).

Todo esto tiene como consecuencia que Koka abandona la semántica denotacio-
nal categórica de tipos basada en el desarrollo introducido en la Sección 2.2, perdien-
do la claridad conceptual que esta provee para el razonamiento sobre programas.

Koka implementa polimorfismo de efectos incorporando filas de efectos en sus
tipos. Si bien estas fueron la base de las usadas en Alef (por lo cual los tipos de ambos
son igual de expresivos), se diferencian en que las de Koka permiten la duplicación
de un efecto en una fila. Permitir esto, además de simplificar la implementación de
la unificación, es necesario en este lenguaje ya que sus construcciones son exclusi-
vamente “eliminadores de efectos”. Esto significa que sus funciones y handlers solo
pueden remover efectos del tipo y no agregar efectos. Entonces, por ejemplo, si se
tuviera un handler de excepciones que a su vez pueda lanzar estas mismas, el tipo de
la computación de entrada deberı́a tener duplicado este efecto, para que pueda estar
en el tipo de la computación salida.

La duplicación de efectos también se utiliza en Koka para la construcción inject,
que permite encapsular efectos, asumiendo otro significado distinto. A pesar de la
utilidad práctica de permitir efectos duplicados, estos no cuentan con una semántica
clara, reforzando la diferencia con Alef respecto a la semántica de sus tipos.
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Implementación

A continuación se introduce la implementación de Alef , la cual se nota Alef. Esta
fue desarrollada en el lenguaje de programación Haskell, siguiendo la formalización
presentada en el capı́tulo anterior.

Este capı́tulo se organiza de la siguiente manera: en primer lugar se describe la
estructura del código fuente, luego se introduce el azúcar sintáctico utilizado para
simplificar la escritura de programas, seguidamente se presentan ejemplos concretos
y para concluir se muestran los casos de prueba generados.

El código fuente de esta implementación se encuentra disponible en el reposito-
rio: https://github.com/antoniolocascio/Alef/.

5.1. Estructura del código

Para comenzar se presenta en el Cuadro 5.1 una sı́ntesis de la estructura general
del código fuente. Después de esta, se provee una descripción más detallada de los
componentes principales del mismo.

Términos

Los tipos de datos que describen la sintaxis abstracta de Alef se definen en el
módulo AST, y se presentan en el Código 5.2. Siguiendo la gramática formulada en
el Capı́tulo 3, los términos (Term) se dividen en dos categorı́as: expresiones (Exp) y
computaciones (Comp).

Para cada construcción sintáctica se provee el constructor del tipo que corres-
ponde. Las cláusulas de un handler se describen mediante una lista cuyos elementos
tienen una operación, dos variables (x y k) y una computación ci. La llamada a una
operación, además de esta última, requiere una expresión para su parámetro y una
variable y una computación para la continuación. El resto de los constructores son
triviales.
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Módulo Descripción

Utilidades Error Define la clase Fallible que describe
computaciones que pueden fallar.

Set Define una interfaz para manipular conjuntos.
Unique Define la clase UniqueGen, que provee una

operación que devuelve un valor nuevo cada
vez que se la llama.

Substitution Define las sustituciones de manera generali-
zada. El tipo Substitution k v correspon-
de a las sustituciones de valores de tipo k por
valores de tipo v.

Sintaxis AST Define el tipo de datos Term que se utiliza pa-
ra representar los términos de Alef.

Types Define los tipos de Alef, representados por el
tipo de datos Type.

EffectRow Describe la representación y manejo de filas
de efectos.

FreshVars Introduce la clase FreshGen, que incluye una
operación que devuelve una variable de efec-
tos fresca.

Tipado RowUnification Implementa la instanciación de variables de
efecto.

TypeChecker Concretiza las reglas del sistema bidireccio-
nal, contando con una función para sı́ntesis y
una para chequeo.

Evaluador Eval Implementa la relación de evaluación en base
a la semántica operacional.

TopLevelOps Proporciona el manejo de operaciones por el
entorno.

Parser Lexer Define el analizador léxico de Alef.
Parser Define el parser del Alef.

Printer PPAST Función de impresión de términos.
PPTypes Función de impresión de tipos.
PPSubstitution Función de impresión de sustituciones.

Azúcar SugarTypes Define tipos usados en el módulo Sugar.
Sintáctico Sugar Desarrolla la elaboración de la Sección 5.2.

Cuadro 5.1: Estructura de la implementación de Alef.
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data Term = E Exp | C Comp

data Exp where

EVar ::Var -> Exp

ETrue ::Exp

EFalse::Exp

EZero ::Exp

ESucc ::Exp -> Exp

EUnit ::Exp

EFunc ::Var -> Comp -> Exp

EHand ::Var -- val x

-> Comp -- cv

-> [(Operation -- op

, Var -- x

, Var -- k

, Comp -- ci

)]

-> Exp

EAnno ::Exp -> VType -> Exp

data Comp where

CVal ::Exp -> Comp

COp ::Operation -> Exp -> Var -> Comp -> Comp

CWith ::Exp -> Comp -> Comp

CApp ::Exp -> Exp -> Comp

CIf ::Exp -> Comp -> Comp -> Comp

CLet ::Var -> Comp -> Comp -> Comp

CMatch::Exp -> Comp -> Var -> Comp -> Comp

CAnno ::Comp -> CType -> Comp

Código 5.2: Tipos de datos que definen el AST.

Tipos

En primer lugar es necesario tener una representación de las filas de efecto, que
estarán presentes en el tipo de las computaciones. Para ello se hace uso de la obser-
vación planteada en el Capı́tulo 3, que indica que una fila en Alef puede verse como
un conjunto de operaciones junto a una variable de efectos. El Código 5.3 muestra
en concreto esta representación.

type Delta = Set.Set Operation

type EffRow = (Delta, EffVar)

Código 5.3: Representación de las filas de efectos.
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Los tipos tienen un tratamiento similar a los términos. Estos, descriptos por el
tipo Type están compuestos por tipos valor (VType) y tipos computación (CType).

data Type = VT VType | CT CType

data VType where

TBool ::VType

TNat ::VType

TUnit ::VType

TEmpty::VType

TFunc ::VType -> CType -> VType

THand ::CType -> CType -> VType

data CType where

TComp ::VType -> EffRow -> CType

Código 5.4: Representación de tipos.

Sistema de tipado

El módulo TypeEnv define una clase con el mismo nombre para representar el
entorno de tipado y la signatura de efectos. En ella se definen las operaciones de
búsqueda del tipo de una variable en el entorno, de búsqueda del tipo de una opera-
ción en la signatura y de extensión del entorno.

Para poder definir las reglas de tipado, se debe primero implementar las operacio-
nes de instanciación de variables de efectos ZR y ZT . Los tipos de estas se presentan
en el Código 5.5 y las funciones se encuentran en el módulo RowUnification. La
única diferencia con la definición conceptual es que instTypes además toma un
término que se utiliza para mejorar los mensajes de error.

instRows

:: (FreshGen m, Monad m)

=> EffRow

-> EffRow

-> m (Substitution EffVar EffRow)

instTypes

:: (FreshGen m, Monad m, Fallible m)

=> Type

-> Type

-> Term

-> m (Substitution EffVar EffRow)

Código 5.5: Tipos de las operaciones de instanciación.
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Con todo esto es posible definir las funciones que implementan los juicios del
sistema de tipado bidireccional. Como se mencionó previamente, se introduce una
función para cada juicio. Todas estas se definen en el módulo TypeChecker, en
el que además se define una clase con este mismo nombre que tan solo agrega las
restricciones de Fallible, Monad y FreshGen.

synthType

:: (TypeChecker m, TypeEnv e)

=> e

-> Term

-> m (Type, Substitution EffVar EffRow)

checkTypeS

:: (TypeChecker m, TypeEnv e)

=> e

-> Term

-> Type

-> m (Substitution EffVar EffRow)

Código 5.6: Tipos para las funciones de sı́ntesis y chequeo.

La función synthType corresponde al juicio de sı́ntesis Γ ` t
η
⇒ T . Como

puede apreciarse en el Código 5.6, su tipo refleja que en este caso Γ y t son entradas,
mientras que T y η son potenciales salidas.

En el caso de checkTypeS, que implementa Γ ` t
σ
⇐ T , se tiene que T también

es una entrada, mientras que la sustitución σ es la única salida generada, de no fallar.
Una ventaja del sistema de tipado bidireccional es que las definiciones de estas

funciones son una traducción directa de las reglas. Por ejemplo, se toma la regla App:

Γ ` e1
η
⇒ A→ C〈E〉 Γ[η] ` e2

σ
⇐ A

η ` e1 e2
ησ
⇒ C〈E〉[σ]

App

Su implementación se presenta en el Código 5.7. Esta primero sintetiza el tipo
de e1. Si este corresponde a una función, chequea el de e2 y devuelve el nuevo tipo
sintetizado junto con la composición de las instanciaciones.

En este punto se introduce la única diferencia significativa de la implementación
respecto del formalismo presentado en el capı́tulo anterior. Para simplificar el me-
canismo de chequeo de tipos, la implementación mantiene un invariante más fuerte
acerca de las instanciaciones. Esto se refleja en el juicio de chequeo final, cuya defi-
nición en este caso hace uso del predicado de renombre inyectivo (ri) definido en la
Sección 3.4:

Γ ` t ⇐ T ::= (Γ ` t
σ
⇐ T ) ∧ ri(σ C FV(T ))

donde C simboliza la restricción de dominio.
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synthType tenv ctx@(C (CApp e1 e2)) = do

(te1, eta) <- synthType tenv (E e1)

case te1 of

(VT (TFunc a c)) -> do

s <- checkTypeS (apply eta tenv) (E e2) (VT a)

return (CT (apply s c), eta ° s)

_ -> throw $ notAFunction (E e1) ctx te1

Código 5.7: Definición de la regla App.

Esta verificación sobre la instanciación σ garantiza que T ≡ T [σ].
Teniendo en cuenta esta aclaración, la función que implementa el juicio Γ ` t ⇐ T

también se incluye en este módulo con el nombre checkType. Su definición es una
traducción de la formulación anterior y se presenta en el Código 5.8. Nuevamente, es-
ta función devuelve la sustitución producida simplemente para mejorar los mensajes
de error.

checkType

:: (TypeChecker m, TypeEnv e)

=> e

-> Term

-> Type

-> m (Substitution EffVar EffRow)

checkType tenv t tau = do

s <- checkTypeS tenv t tau

if ri (dres s (fv tau)) renaming

then return s

else throw $ notAlphaEq tau s t

Código 5.8: Definición del juicio de chequeo.

Evaluador

Por último, el módulo Eval implementa la semántica operacional small-step.
Esto se hace definiendo una función step, que describe un paso de evaluación. Su
tipo se muestra en el Código 5.9. Esta además lleva el entorno de tipado, ya que
hay casos en los que es necesario anotar sub-términos al evaluar, y para esto se debe
contar con el tipo de las operaciones.

Adicionalmente, este módulo también define la función steps, que evalúa una
computación hasta alcanzar un valor o un llamado a una operación que no es mane-
jado por ningún handler. Si se cuenta con el tipo de la computación y se alcanza un
llamado a una operación, se verifica que esta esté presente en el tipo.
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step

:: (Fallible m, TypeEnv e)

=> e

-> Comp

-> m Comp

steps

:: (Fallible m, TypeEnv e)

=> e

-> (Comp, Maybe CType)

-> m Comp

Código 5.9: Tipos de la funciones de evaluación.

5.2. Azúcar sintáctico

Con el fin de simplificar la escritura de programas, se introduce azúcar sintáctico
para Alef. Este permite definir la signatura de efectos del programa y dividir este
último en múltiples declaraciones de expresiones, cada una acompañada por el tipo
correspondiente. Las declaraciones de expresiones son secuenciales, por lo que el
nombre que se le da a una solo puede aparecer en las definiciones subsecuentes.

Adicionalmente, en esta elaboración se renombran las variables de tipo de cada
signatura y anotación en el código, ya que estas están universalmente cuantificadas
en cada anotación por separado de manera implı́cita.

Un ejemplo de su uso puede verse en el Código 5.10, en donde se declara primero
un handler y posteriormente el main, que debe estar presente en todos los programas
Alef al final de las declaraciones. Como puede verse en este ejemplo, la signatura
de efectos es opcional. De estar presente se debe encontrar al inicio del programa,
como muestra el Código 5.13. Todos los programas Alef cuentan con la siguiente
signatura por defecto, cuyas operaciones son manejadas por el entorno:

Throw : nat → empty
Print : nat → unit
Read : unit → nat
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count : unit 〈 Print | µ 〉 →→ nat 〈µ 〉
count = handler

val x → val 0,

{Print x k → let a = k () in val (succ a)};;

main : nat 〈µ 〉
main = with count handle

(let x = Print(1) in
let y = Print(2) in
if false then Print(3) else val ())

Código 5.10: count.alef

Formalmente, esta elaboración de Alef acepta programas de acuerdo a la siguiente
gramática:

Program ::= Signature | DecList

Signature ::= signature{OpList} DecList

DecList ::= Dec DecList | Main

OpList ::= OpDef, OpList | OpDef

OpDef ::= Op : BT → BT

Dec ::= id : A

id = e; ;

Main ::= main : C

main = c

Donde BT son tipos base y C tipos computación de la sintaxis de tipos de la Sección
3.2, e son expresiones y c computaciones de la sintaxis de términos de la Sección
3.1, Op son identificadores de operaciones que inician con una letra mayúscula e id
son identificadores de expresiones que inician con una letra minúscula.

5.3. Ejemplos

A continuación se muestran algunos programas Alef , junto a su evaluación. Para
comenzar se tienen los ejemplos presentados en el Capı́tulo 3: un handler que cuenta
el número de llamadas a Print de un programa y una función de alto orden que
aplica la función tomada como parámetro.

Contando Prints

En el primero de estos, cuya implementación corresponde al Código 5.10, se
define el handler count, que hace lo siguiente: si se encuentra con un valor, devuelve
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el número cero, si en cambio debe manejar un llamado a Print, simplemente ejecuta
la continuación y devuelve el número que esta retorna adicionando uno.

El main de este programa maneja con count una secuencia de computaciones.
Al ejecutarlo, este retorna el valor 2, que es el número de llamadas a Print del
programa.

Funciones de alto orden

El segundo ejemplo, Código 5.11, define la función apply, que a su vez toma una
función f y la aplica. Para utilizarla, se define g, que simplemente ignora su entrada
y llama a Print.

apply : (unit → unit 〈µ 〉) → unit 〈µ 〉
apply = fun f → f ();;

g : unit → unit 〈 Print | µ 〉
g = fun u → Print(1);;

main : unit 〈 Print | µ 〉
main = apply g

Código 5.11: apply.alef

Al ejecutarse este programa se imprime por pantalla el número 1 y se retorna el
valor unit.

Como se explicó en el capı́tulo anterior, este ejemplo muestra la importancia
del nombre de las variables de efecto en un tipo. Si en el tipo de apply se usaran
dos variables distintas, por ejemplo µ1 y µ2, el chequeador de tipos producirı́a un
error indicando que estas deben ser iguales. En concreto, si el programador le diera
a apply la signatura:

apply : (unit → unit 〈µ0 〉) → unit 〈µ1 〉

Al ejecutar el programa, se producirı́a el siguiente error:

Error:

Type cannot be checked, types not alpha-equivalent:

Expected type: ((unit -> unit<_mu1>) -> unit<_mu2>)

Actual type: ((unit -> unit<_mu5>) -> unit<_mu5>)

For Term: apply

Que muestra que las variables de efectos del tipo de apply deben ser iguales.
Sin embargo, una función a la que se le puede asignar el tipo anterior se encuentra

definida en el Código 5.12. Este es muy similar al programa previo, pero ahora se
define una función ignore que ignora la función tomada como argumento. Por esta
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razón los efectos de f son independientes de los de ignore, lo que se refleja en los
nombres de variables.

ignore : (unit → unit 〈µ0 〉) → unit 〈µ1 〉
ignore = fun f → val ();;

g : unit → unit 〈 Print | µ 〉
g = fun u → Print(1);;

main : unit 〈µ 〉
main = ignore g

Código 5.12: ignore.alef

Estado

En el siguiente ejemplo se muestra el modelado de estado en Alef . En este caso,
el estado corresponde a un número entero, y se definen las dos operaciones usuales
para modificarlo: Get y Set.

El handler que maneja estas operaciones, st, toma como entrada una compu-
tación de tipo nat que puede invocar estos efectos y devuelve una función de natura-
les en naturales, removiendo ambas operaciones del tipo. Esta función toma el estado
inicial y produce el resultado final de la computación.

Para hacer esto, st se define en el Código 5.13 de la siguiente manera. Los va-
lores se manejan con una función que toma el estado de la computación y devuelve
el valor tomado. La operación Get se maneja con una función que pasa el estado
actual a la continuación, capturando el resultado de esta última en una función f, la
cual finalmente aplica. En cuanto a Set, esta se maneja con una función similar a la
anterior, pero que ahora al llamar la función f resultante de invocar la continuación,
se pasa el valor tomado por la operación.

Este programa maneja con st una secuencia de computaciones en las que primero
se pone en 1 el estado, que luego es recuperado y retornado en la variable y. Al
hacerlo, se guarda en comp la función resultante, que finalmente es invocada con el
estado inicial 0. Como es de esperar, al ejecutar el programa se obtiene el valor 1.

No determinismo

Por último, se toma como ejemplo el modelado de la elección no determinista.
Para introducir este efecto, es necesario declarar la operación Choose, que devuelve
un booleano que representa la elección no determinista.

En el Código 5.14 se presenta un programa que hace uso de esta operación. Este la
invoca dos veces y retorna un número natural que corresponde a la cantidad de veces
que esta devolvió true. Adicionalmente, se define un handler sencillo alwaysTrue,
que interpreta la elección haciendo que la operación siempre devuelva true, con el
que se maneja el programa anterior. Al ejecutarlo, entonces, el valor retornado es 2.



5.3. EJEMPLOS 53

signature {

Get: unit → nat
, Set: nat → unit

}

st : nat 〈 Get, Set | µ 〉 →→ (nat → nat 〈µ 〉) 〈µ 〉
st = handler

val x → val (fun s → val x),

{Get u k → val (fun s → let f = k s in f s),

Set x k → val (fun s → let f = k () in f x)};;

main : nat 〈µ 〉
main = let comp = with st handle

(let x = Set(1) in
let y = Get() in
val y)

in comp 0

Código 5.13: state.alef

Además de interpretar la operación de elección con una constante, se podrı́a que-
rer implementar un intercalamiento de decisiones, haciendo que el valor booleano
retornado cambie cada vez que esta es ejecutada.

Para lograr esto, se hará uso del efecto Estado de la sección anterior, pero en este
caso se llevará un estado booleano. Este efecto será lo que se conoce como efecto
intermediario, ya que cada invocación a Choose se transformará en una computación
que llama a Get y Set. La idea será que, en cada invocación en el programa de la
forma:

...

let b = Choose() in
...

Se convierta a:

...

let b = Get() in
let nb = not b in

let u = Set(nb) in
...

De esta manera, el estado lleva el valor que será devuelto en la próxima invocación a
Choose, y cada vez que se la llama se guarda en el estado el valor opuesto.

Esta transformación es capturada en el handler choiceToSt, presente en el Códi-
go 5.15. Para implementar la interpretación buscada, entonces, se componen el hand-
ler anterior y el que maneja las operaciones de estado, consiguiendo la computación
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signature {

Choose: unit → bool
}

alwaysTrue : nat 〈 Choose | µ 〉 →→ nat 〈µ 〉
alwaysTrue = handler

val x → val x,

{Choose x k → k true};;

main : nat 〈µ 〉
main = with alwaysTrue handle

(let c1 = Choose() in
let c2 = Choose() in
if c1

then (if c2 then val 2 else val 1)

else (if c2 then val 1 else val 0)

)

Código 5.14: choice1.alef

final parametrizada por el valor del estado inicial. En este caso, al intercalarse los
valores booleanos, para cualquier estado inicial el programa retorna el valor 1.

5.4. Testing

La implementación de Alef se validó mediante dos técnicas de testing. Por un
lado, se escribieron múltiples programas completos como ejemplo de distintas carac-
terı́sticas y limitaciones de este lenguaje, en particular del sistema de tipos. Estos se
encuentran en el directorio examples, donde se dividen en los casos que deben ser
aceptados y los que deben ser rechazados. El programa Unit del directorio test se
encarga de ejecutarlos y verificar que el resultado sea el esperado.

Por otro lado, el sistema también se validó de una manera sistematizada mediante
la herramienta QuickCheck [7]. Para ello, en el módulo QCInstances se definen
instancias que permiten generar términos Alef aleatorios con sus respectivos tipos.
Esto se hace generando primero un tipo al azar, y en base a este se genera un término
que lo habite.

Si bien esto es útil para validar el parser (Parsing) y el evaluador (Stepper),
el principal propósito por el cual se decidió utilizar esta herramienta es validar las
propiedades de seguridad planteadas en el Capı́tulo 3 (Safety). Esta es la razón por
la cual solo se considera la generación de términos tipados, ya que esta condición es
parte de la hipótesis de ambas propiedades.

El uso de ambas técnicas sirvió tanto para encontrar errores propios de la imple-
mentación como para detectar problemas de las primeras versiones del sistema de
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signature {

Choose : unit → bool
, Get : unit → bool
, Set : bool → unit

}

st : nat 〈 Get, Set | µ 〉 →→ (bool → nat 〈µ 〉) 〈µ 〉
st = handler

val x → val (fun s → val x),

{Get u k → val (fun s → let f = k s in f s),

Set x k → val (fun s → let f = k () in f x)};;

not : bool → bool 〈µ 〉
not = fun b → if b then val false else val true;;

choiceToSt : nat 〈 Choose | µ 〉 →→ nat 〈 Get, Set | µ 〉
choiceToSt = handler

val x → val x,

{Choose x k → let b = Get() in

let nb = not b in

let u = Set(nb) in
k b};;

main : nat 〈µ 〉
main = let run = with st handle (with choiceToSt handle

(let c1 = Choose() in
let c2 = Choose() in
if c1

then (if c2 then val 2 else val 1)

else (if c2 then val 1 else val 0)

))

in run false

Código 5.15: choice2.alef

tipos. Es decir, el testing se utilizó como un paso previo a la demostración formal de
seguridad.





Capı́tulo 6

Demostraciones

A continuación se desarrollan las demostraciones de los resultados presentados
en el Capı́tulo 3.

6.1. Seguridad

En primer lugar se elabora la prueba de la seguridad del sistema de tipos declara-
tivo. Esta depende de dos lemas principales (Preservación y Progreso) que a su vez
dependen de lemas auxiliares.

Preservación

Para la preservación se introducen los tres lemas usuales: Exchange, Weakening
y el de Sustitución. En estos se notará con las letras α y β tanto a los tipos como los
esquemas de tipo.

El lema de Exchange, o intercambio, simplemente establece que es posible cam-
biar el orden de las variables en el contexto de tipado sin alterar el tipo de un término.

Lema 3 (Exchange). ∀ Γ, x, y, α, β, t, T
Γ, x : α, y : β ` t : T −→ Γ, y : β, x : α ` t : T

Demostración. Simple inducción estructural sobre la derivación. �

Weakening, o debilitamiento, determina que todo término tipado en un cierto
contexto también puede ser tipado extendiendo el contexto con una variable nueva.

Lema 4 (Weakening). ∀Γ, t, T , x, α (x < dom(Γ) ∧ Γ ` t : T −→ Γ, x : α ` t : T )

Demostración. Simple inducción estructural sobre la derivación. �

El Lema de sustitución, por su parte, establece que al reemplazarse en un término
una variable por una expresión del tipo adecuado, su tipo sigue siendo el mismo.

57
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Lema 5 (Sustitución). ∀ Γ, x, A, t, T ,e

Γ, x : A ` t : T ∧ Γ ` e : A −→ Γ ` t[x 7→ e] : T∧ (1)

Γ, x : ∀µ.A ` t : T ∧ Γ ` e : A −→ Γ ` t[x 7→ e] : T (2)

Demostración. Por inducción en la derivación de tipado de t. Sea la última regla
aplicada:

UnitD. Trivial.
VarD. Se supone Γ, x : A ` y : B (con y : B ∈ Γ, x : A) y Γ ` e : A.
Si x = y, luego también se tiene B = A∧y[x 7→ e] = e. Aplicando estas igualdades
sobre la última hipótesis, se alcanza que Γ ` y[x 7→ e] : B.
Si x , y, se tiene en cambio que y[x 7→ e] = y ∧ y : B ∈ Γ. Luego, por VarD,
Γ ` y[x 7→ e] : B.
El caso (2) es trivial, puesto que las variables deben ser distintas.

PVarD.Se supone Γ, x : ∀µ.A ` y : B (con y : ∀µ.B′ ∈ Γ, x : ∀µ.A) y Γ ` e : A.
Si x = y, luego también se tiene B′ = A, B = A[θ] para algún θ y y[x 7→ e] = e.
Como θ solo se define sobre las variable cuantificadas universalmente en el es-
quema de tipo, se tiene que Γ[θ] = Γ y e[θ] = e.
Luego, por Lema 6, Γ ` y[x 7→ e] : A[θ]
Si x , y, el caso es análogo a la regla anterior.
El caso (1) es trivial, puesto que las variables deben ser distintas.

En los casos siguientes se prueba (1), puesto que el razonamiento para (2) es
análogo.
ValD. Se supone Γ, x : A ` val e1 : B〈E〉 y Γ ` e : A.
Por hipótesis inductiva, se tiene que Γ ` e1[x 7→ e] : B. Aplicando a esto ValD, se
alcanza finalmente que Γ ` (val e1)[x 7→ e] : B〈E〉.

FunD. Se tiene como hipótesis que la derivación de t tiene la forma:

Γ, x : A, y : B ` c : C
Γ, x : A ` fun y 7→ c : B→ C FunD

y que Γ ` e : A. Además, se supone que x , y ∧ y < dom(Γ).
Aplicando el Lema 3 sobre la hipótesis de la derivación, se alcanza

Γ, y : B, x : A ` c : C

Por hipótesis y Lema 4, se tiene Γ, y : B ` e : A. Finalmente, aplicando la hipóte-
sis inductiva sobre estas últimas dos, se obtiene Γ, y : B ` c[x 7→ e] : C y, por
FunD, vale Γ ` (fun y 7→ c)[x 7→ e] : B→ C.

AppD. Se tiene
Γ, x : A ` e1 : B→ C Γ, x : A ` e2 : B

Γ, x : A ` e1 e2 : C AppD
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y Γ ` e : A.
Aplicando la hipótesis inductiva sobre las sub-derivaciones, se tiene:

Γ ` e1[x 7→ e] : B→ C ∧ Γ ` e2[x 7→ e] : B

Usando estas dos como hipótesis de AppD, se alcanza Γ ` (e1 e2)[x 7→ e] : C.

OpD. Se tiene que la derivación de t tiene la forma

Op : Aop → Bop ∈ Σ Γ, x : A ` e1 : Aop Γ, x : A, y : Bop ` c : C〈E〉 Op ∈ E

Γ, x : A ` Op e1 (y.c) : C〈E〉 OpD

y que Γ ` e : A. Además, se supone que x , y ∧ y < dom(Γ).
Aplicando la hipótesis inductiva sobre la primera sub-derivación, se obtiene
Γ ` e1[x 7→ e] : Aop. Con un razonamiento similar al de FunD, se puede aplicar
Exchange a la otra sub-derivación y Weakening al tipado de e para poder utilizar
la hipótesis inductiva y alcanzar Γ, y : Bop ` c[x 7→ e] : C〈E〉.
Con estos resultados, se puede finalmente aplicar OpD y obtener

Γ ` (Op e1 (y.c))[x 7→ e] : C〈E〉

AnnoD. Se tiene que la derivación tiene la forma

Γ, x : A ` t : T
Γ, x : A ` (t : T ) : T AnnoD

y que Γ ` e : A.
Aplicando la hipótesis inductiva sobre la sub-derivación obtiene que:

Γ ` t[x 7→ e] : T

Luego, aplicando AnnoD, se tiene que

Γ ` (t : T )[x 7→ e] : T

WithD. Razonamiento análogo al caso AppD.

HandD. Razonamiento análogo al caso FunD.

LetD. Razonamiento análogo al caso OpD.
�

En base a estos lemas, se prueba la Preservación de tipos.
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Lema 1 (Preservación). ∀ Γ, T , t y t′ tales que Γ ` t : T y t t′, vale que Γ ` t′ : T .

Demostración. Por inducción en t t′. Si el último paso de evaluación es:

(fun x 7→ c) e c[x 7→ e]. Por hipótesis, deben existir tipos A y C tales que
valga la siguiente derivación de tipado:

1
Γ, x : A ` c : C

FunD
Γ ` fun x 7→ c : A→ C

2
Γ ` e : A

AppDΓ ` (fun x 7→ c) e : C

Por 1 , 2 y el Lema de Sustitución, se tiene que

Γ ` c[x 7→ e] : C

with h handle (val e)  cv[x 7→ e]. Similarmente al caso anterior, deben
existir los tipos A y B para los que vale:

1
Γ, x : A ` cv : B . . .

HandD
Γ ` h : A→→ B

2
Γ ` e : A

ValDΓ ` val e : A
WithD

Γ ` with h handle (val e) : B

Por 1 , 2 y el Lema de Sustitución, se tiene que

Γ ` cv[x 7→ e] : B

with h handle (Op j e y.c) c j[x 7→ e, k 7→ fun y 7→ with h handle c], con
Op j ∈ {Opi}

k
i=1. Además, deben existir tipos A〈E〉 y B〈E′〉 para los que vale:

5
Γ, x : A j, k : B j → B〈E′〉 ` c j : B . . .

HandD
2 Γ ` h : A〈E〉 →→ B〈E′〉

4
Γ ` e : A j

1
Γ, y : B j ` c : A〈E〉

OpD
Γ ` Op j e y.c : A〈E〉

WithD
Γ ` with h handle (Op j e y.c) : B〈E′〉

Por 1 se tiene Γ, y : B j ` c : A〈E〉. Esto junto a 2 y la regla WithD garantiza
que valga

Γ, y : B j ` with h handle c : B〈E′〉

Aplicando FunD, se alcanza

3 Γ ` fun y 7→ with h handle c : B j → B〈E′〉

Por último, aplicando el Lema de Sustitución sobre 5 dos veces, primero con
3 y luego con 4 , se obtiene

Γ ` c j[x 7→ e, k 7→ fun y 7→ with h handle c] : B〈E′〉
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with h handle (Op j e y.c) Op j e (y.with h handle c), con Op j < {Opi}
k
i=1.

Por hipótesis, deben existir tipos A〈E〉 y B〈E′〉, tales que valga la derivación:

2
Γ ` h : A〈E〉 →→ B〈E′〉

1
Γ ` e : A j

3
Γ, y : B j ` c : A〈E〉

OpD
Γ ` Op j e y.c : A〈E〉

WithD
Γ ` with h handle (Op j e y.c) : B〈E′〉

Además, por HandD, Op j ∈ E
′. Luego, es posible construir la siguiente deriva-

ción:

1
Γ ` e : A j

2 + Weakening
Γ, y : B j ` h : A〈E〉 →→ B〈E′〉

3
Γ, y : B j ` c : A〈E〉

WithD
Γ, y : B j ` with h handle c : B〈E′〉

OpD
Γ ` Op j e (y.with h handle c) : B〈E′〉

with h handle c  with h handle c′ con c  c′. Por hipótesis, deben
existir tipos A y B tales que valga:

1
Γ ` h : A→→ B

2
Γ ` c : A

WithD
Γ ` with h handle c : B

Aplicando la hipótesis inductiva sobre 2 , se obtiene que Γ ` c′ : A. Esto
último, junto a 1 , indica por WithD que Γ ` with h handle c′ : B.

let x B (val e) in c2  c2[x 7→ e]. Por hipótesis, se tiene una derivación
de la forma:

1
Γ ` e : A

ValD
Γ ` val e : A〈E〉

2
Γ, x : ∀µ.A ` c2 : B〈E〉

LetDΓ ` let x B val e in c2 : B〈E〉

Aplicando el Lema de Sustitución sobre 1 y 2 se obtiene

Γ ` c2[x 7→ e] : B〈E〉

let x B Op j e (y.c1) in c2  Op j e (y.let x B c1 in c2). Por hipótesis,
deben existir tipos A〈E〉 y B〈E〉 que hagan valer la derivación:

1
Γ ` e : A j

2
Γ, y : B j ` c1 : A〈E〉 Op j ∈ E

OpD
Γ ` Op j e (y.c1) : A〈E〉

3
Γ, x : ∀µ.A ` c2 : B〈E〉

LetDΓ ` let x B Op j e (y.c1) in c2 : B〈E〉
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Luego, se puede construir la siguiente derivación para el término resultante del
paso de evaluación:

1
Γ ` e : A j

2
Γ, y : B j ` c1 : A〈E〉

3 + Weak. + Exch.
Γ, y : B j, x : ∀µ.A ` c2 : B〈E〉

LetDΓ, y : B j ` let x B c1 in c2 : B〈E〉 Op j ∈ E
OpD

Γ ` Op j e (y.let x B c1 in c2) : B〈E〉

El razonamiento para la regla de congruencia de let es análogo al de la de
with.

(fun x 7→ c : A → C) e  c[x 7→ e : A
::::

]. Por hipótesis, debe existir una
instanciación σ para la que valga la siguiente derivación de tipado:

1
Γ, x : A[σ] ` c : C[σ]

FunD
Γ ` fun x 7→ c : (A→ C)[σ]

AnnoD
Γ ` (fun x 7→ c : A→ C) : (A→ C)[σ]

2
Γ ` e : A[σ]

AppDΓ ` (fun x 7→ c : A→ C) e : C[σ]

Es simple ver que, por 2 , se tiene que

Γ ` (e : A
::::

) : A[σ]

Por esto último, 1 y el Lema de Sustitución, se tiene que

Γ ` c[x 7→ e : A
::::

] : C[σ]

El resto de las reglas que manejan anotaciones de tipos se extienden de sus corres-
pondientes sin anotaciones de manera análoga a la anterior. �

Progreso

La segunda parte de la prueba de seguridad consiste en la demostración de Pro-
greso, presentada a continuación.

Lema 2 (Progreso). Para toda computación cerrada c y todo tipo C〈E〉 tales que
· ` c : C〈E〉, vale una de las siguientes:

∃v (c = val v ∧ · ` v : C).

∃Op j, e, k (c = Op j e k ∧ Op j ∈ E).

∃c′ (c c′)
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Demostración. Por inducción en la derivación de tipado de c. Sea la última regla
aplicada:

ValD. Se supone que la derivación de tipado tiene la forma

· ` e : C
· ` val e : C〈E〉 ValD

Luego, c = val e y · ` e : C.

AppD. Se supone que la derivación de tipado tiene la forma

· ` e1 : A→ C · ` e2 : A
· ` e1 e2 : C AppD

Por inspección de las reglas y al ser un término cerrado, es claro que e1 tiene una
de las dos siguientes formas:

fun x 7→ c para algún x, c. Luego, ∃c′ = c[x 7→ e2] ((fun x 7→ c) e2  c′).

(fun x 7→ c : A′ → C′) para algunos x, c, A, C′ y θ tales que (A′ → C′)[θ] =

A→ C. Luego, ∃c′ = c[x 7→ e2 : A′
:::::

] (e1 e2  c′).

OpD. Se supone que la derivación de tipado tiene la forma

Op : Aop → Bop ∈ Σ · ` e : Aop ·, y : Bop ` c : C〈E〉 Op ∈ E

· ` Op e (y.c) : C〈E〉 OpD

Este caso es trivial, ya que vale la segunda cláusula.

WithD. Se supone que la derivación de tipado tiene la forma

· ` h : A〈E〉 →→ B〈E′〉 · ` c : A〈E〉
· ` with h handle c : B〈E′〉 WithD

Por inspección de las reglas y al ser un término cerrado, es claro que h puede tener
la forma handler val x 7→ cv, {Opi x k 7→ ci}

n
i=1 o esta misma con una anotación

de tipo. Se muestra el primera caso, ya que el segundo es análogo con las reglas
de evaluación para aplicación de handlers anotados.
Aplicando la hipótesis inductiva sobre la sub-derivación de c, se obtiene que debe
valer una de las siguientes:

∃v (c = val v ∧ · ` v : A). En este caso, se tiene que

∃c′ = cv[x 7→ v] (with h handle c c′)
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∃Op j, e, y, c1 (c = Op j e (y.c1) ∧ Op j ∈ E).
Si Op j ∈ {Opi}

k
i=1:

∃c′ = c j[x 7→ e, k 7→ fun y 7→ with h handle c1] (with h handle c c′)

Si Op j < {Opi}
k
i=1:

∃c′ = Op j e (y.with h handle c1) (with h handle c c′)

∃c′ (c c′). En este caso, se tiene que

with h handle c with h handle c′

LetD. Se supone que la derivación de tipado tiene la forma

· ` c1 : A〈E〉 ·, x : ∀µ.A ` c2 : B〈E〉
· ` let x B c1 in c2 : B〈E〉 LetD

Aplicando la hipótesis inductiva sobre la sub-derivación de c1, se obtiene que
debe valer una de las siguientes:

∃v (c1 = val v ∧ · ` v : A). En este caso, se tiene que

∃c′ = c2[x 7→ v] (let x B c1 in c2  c′)

∃Op j, e, y, c3 (c1 = Op j e (y.c3) ∧ Op j ∈ E).
Luego,

∃c′ = Op j e (y.let x B c3 in c2) (let x B c1 in c2  c′)

∃c′1 (c1  c′1). En este caso, se tiene que

let x B c1 in c2  let x B c′1 in c2

�

6.2. Correspondencia

Como se estableció en el Capı́tulo 3, para extender los resultados sobre la seguri-
dad del sistema declarativo al bidireccional, se necesita de una correspondencia entre
estos. Esta relación se da en base a los dos teoremas que se prueban en esta sección.
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Consistencia

El primero de estos, Consistencia, permite pasar del sistema bidireccional al de-
clarativo. Su prueba depende del lema Sub, de subsumption, permite hacer más grue-
sos los tipos asignados por el sistema declarativo.

Lema 6 (Sub). ∀Γ, t, T , ω (Γ ` t : T −→ Γ[ω] ` t[ω] : T [ω])

Demostración. Por inducción en la derivación de tipado. Sea la última regla aplicada:

VarD. Se supone Γ ` x : A con x : A ∈ Γ.
Luego, x : A[ω] ∈ Γ[ω] y, por lo tanto, Γ[ω] ` x : A[ω].

PVarD. Se supone Γ ` f : A[θ] con f : ∀µ.A ∈ Γ.
Luego, f : ∀µ.A[ω] ∈ Γ[ω], donde ω solo se aplica sobre las variables de efectos
no cuantificadas. Por lo tanto, Γ[ω] ` f : A[ωθ′]. Como θ′ y θ solo instancian µ y
son arbitrarias, se puede obtener una θ′ tal que Γ[ω] ` f : A[θω].

ValD. Se supone Γ ` val e : A〈E〉.
Por hipótesis inductiva, se tiene que Γ[ω] ` e[ω] : A[ω]. Luego, aplicando sobre
esto último la regla ValD, se obtiene que Γ[ω] ` val e[ω] : A〈E〉[ω].

FunD. Se supone
Γ, x : A ` c : C

Γ ` fun x 7→ c : A→ C FunD

Por hipótesis inductiva, (Γ, x : A)[ω] ` c : C[ω]. Luego, aplicándole la regla
FunD, se obtiene Γ[ω] ` fun x 7→ c : (A→ C)[ω].

AppD. Se supone
Γ ` e1 : A→ C Γ ` e2 : A

Γ ` e1 e2 : C AppD

Aplicando la hipótesis inductiva sobre las sub-derivaciones, se obtiene:

Γ[ω] ` e1[ω] : (A→ C)[ω].

Γ[ω] ` e2[ω] : A[ω].

Luego, al aplicar AppD sobre estos dos resultados, se alcanza que

Γ[ω] ` e1 e2[ω] : C[ω]

AnnoD. Se supone
Γ ` t : T

Γ ` (t : T ) : T AnnoD
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Aplicando la hipótesis inductiva sobre la sub-derivación, se tiene que

Γ[ω] ` t[ω] : T [ω]

Luego, aplicando AnnoD, se alcanza:

Γ[ω] ` (t : T )[ω] : T [ω]

LetD. Se supone

Γ ` c1 : A〈E〉 Γ, x : ∀µ.A ` c2 : B〈E〉
Γ ` let x B c1 in c2 : B〈E〉 LetD

Aplicando la hipótesis inductiva sobre las sub-derivaciones, se obtiene:

Γ[ω] ` c1[ω] : A〈E〉[ω].

(Γ, x : A)[ω] ` c2[ω] : B〈E〉[ω].

Luego, al aplicar LetD sobre estos dos resultados, se alcanza que

Γ[ω] ` (let x B c1 in c2)[ω] : B〈E〉[ω]

El resto de los casos son análogos.
�

Teorema 2 (Consistencia). ∀ Γ, t, T , σ, η
(Γ ` t

σ
⇐ T −→ Γ[σ] ` t[σ] : T [σ]) ∧

(Γ ` t
η
⇒ T −→ Γ[η] ` t[η] : T )

Demostración. Por inducción simultánea sobre los juicios de tipado. Si la última re-
gla aplicada es:

Var. Se tiene que
x : A ∈ Γ

Γ ` x
[]
⇒ A

Var

Luego, x : A ∈ Γ y, por VarD, Γ ` x : A.

Val. Se tiene que

Γ ` e
η
⇒ A

Γ ` val e
η
⇒ A〈µ〉

Val

Aplicando la hipótesis inductiva, se obtiene que Γ[η] ` e[η] : A. Por ValD, se
alcanza que Γ[η] ` val e[η] : A〈µ〉.
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App. Se tiene que

Γ ` e1
η
⇒ A→ C〈E〉 Γ[η] ` e2

σ
⇐ A

η ` e1 e2
ησ
⇒ C〈E〉[σ]

App

Como las variables de las anotaciones son frescas, e2 = e2[η]. Aplicando la
hipótesis inductiva sobre ambas sub-derivaciones, se obtienen:

(1) Γ[η] ` e1[η] : A→ C〈E〉

(2) Γ[ησ] ` e2[ησ] : A[σ]

Por (1) y el Lema 6 (Sub), se tiene que

Γ[ησ] ` e1[ησ] : (A→ C〈E〉)[σ]

Finalmente, por FunD, se alcanza

Γ[ησ] ` (e1 e2)[ησ] : C〈E〉[σ]

Fun. Se tiene que
Γ, x : A ` c

σ
⇐ C〈E〉

Γ ` fun x 7→ c
σ
⇐ A→ C〈E〉

Fun

Aplicando la hipótesis inductiva sobre la sub-derivación, se tiene

(Γ, x : A)[σ] ` c[σ] : C〈E〉[σ]

Por FunD, se alcanza

Γ[σ] ` fun x 7→ c[σ] : (A→ C〈E〉)[σ]

Op. Se tiene que

Op : Aop → Bop ∈ Σ Γ ` e⇐ Aop (Γ, y : Bop) ` c
η
⇒ A〈E〉 add(E, Op) = γ

Γ ` Op e (y.c)
ηγ
⇒ A〈E〉[γ]

Op

Aplicando las hipótesis inductivas en las sub-derivaciones se obtiene:

(1) Γ ` e : Aop

(2) (Γ, y : Bop)[η] ` c[η] : A〈E〉

Aplicando el Lema 6 (Sub) a ambas se alcanza:
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(1’) Γ[ηγ] ` e : Aop

(2’) (Γ, y : Bop)[ηγ] ` c[ηγ] : A〈E〉[γ]

El tipo Aop no se instancia ya que debe ser un tipo base. Además, se sabe que
Op ∈ E[γ] por la definición de esta misma. Luego, por OpD, se tiene

Γ[ηγ] ` Op e (y.c)[ηγ] : A〈E〉[γ]

CS. Se tiene que

Γ ` t
η
⇒ T ′ T ′

σ
ZT T [η]

Γ ` t
ησ
⇐ T

CS

Como T ′
σ
ZT T [η], vale que T ′[σ] = T [ησ]. Además, por hipótesis induc-

tiva, se sabe que
Γ[η] ` t[η] : T ′

Aplicando sobre esto último el Lema 6 (Sub) y usando la igualdad planteada, se
alcanza

Γ[ησ] ` t[ησ] : T [ησ]

Anno. Se tiene que
Γ ` t

σ
⇐ T T ≡ T [σ]

Γ ` (t : T )
σ
⇒ T [σ]

Anno

Por hipótesis inductiva se sabe que

Γ[σ] ` t[σ] : T [σ]

Luego, por AnnoD, se tiene que

Γ[σ] ` (t : T )[σ] : T [σ]

Let. Se tiene que

Γ ` c1
η1
⇒ A〈E1〉 Γ[η1], x : ∀µ.A ` c2

η2
⇒ B〈E2〉 E1[η2]

σ
ZR E2

Γ ` let x B c1 in c2
η1η2σ
⇒ B〈E2〉[σ]

Let

Puesto que E1[η2]
σ
ZR E2, se sabe que E1[η2σ] = E2[σ]. Aplicando la hipótesis

inductiva y el Lema 6 (Sub), se alcanza:

(1) Γ[η1η2σ] ` c1[η1η2σ] : A〈E1〉[η2σ]

(2) Γ[η1η2σ], x : ∀µ.A[η2σ] ` c2[η1η2σ] : B〈E2〉[σ]
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Luego, por LetD y la igualdad presentada, se obitene que:

Γ[η1η2σ] ` (let x B c1 in c2)[η1η2σ] : B〈E2〉[σ]

Los casos restantes siguen razonamientos análogos.
�

Completitud

Para la prueba de completitud, que permite pasar del sistema declarativo al bidi-
reccional, primero es necesario introducir algunos lemas auxiliares.

Lema 7. ∀ Γ, t, T , T ′, η

Γ ` t
η
⇒ T ′ ∧ Γ[η],T ′ v Γ,T −→ ∃σ (Γ ` t

σ
⇐ T ∧ Γ,T ≡ (Γ,T )[σ])

Demostración. En primer lugar se nota que como η es la instanciación resultante de
la sı́ntesis Γ ` t

η
⇒ T ′, las variables de efecto de T sobre las que esta puede estar

definida deben ocurrir en Γ. Esto se debe a que las variables de efectos de los tipos
anotados a un término son siempre frescas. Con esto, junto a que Γ ≡ Γ[η], se tiene
que (Γ,T )[η] ≡ Γ,T .

Sea σ tal que T ′
σ
ZT T [η]. Como T ′ v T [η], σ es a lo sumo un renombre de

T [η]. Luego se puede obtener la derivación:

Γ ` t
η
⇒ T ′ T ′

σ
ZT T [η]

Γ ` t
ησ
⇐ T

con Γ,T ≡ (Γ,T )[η] ≡ (Γ,T )[ησ]. �

Lema 8. ∀ Γ, t, T , T ′, η, σ

Γ ` t
σ
⇐ T ∧ Γ,T ≡ (Γ,T )[σ] ∧ Γ ` t

η
⇒ T ′ −→ Γ[η],T ′ v Γ,T

Demostración. Como Γ ` t
η
⇒ T ′, el chequeo de este término debe darse por la regla

de cambio de modo, es decir, debe tener la forma:

Γ ` t
η
⇒ T ′ T ′

ω
ZT T [η]

Γ ` t
ηω
⇐ T

Para algún ω tal que σ = ηω y, por lo tanto, Γ,T ≡ (Γ,T )[ηω].
Como T ′

ω
ZT T [η], se tiene que T ′[ω] = T [ηω]. Aplicando esta igualdad

sobre el resultado anterior, se alcanza (Γ,T )[ηω] = (Γ[η],T ′)[ω] ≡ Γ,T . Esto, por
definición, equivale a Γ[η],T ′ v Γ,T . �
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Estos dos lemas permiten garantizar que si el término t cuenta con una regla de
sı́ntesis, se puede tomar la parte izquierda de la disyunción en la hipótesis inductiva
en el Teorema 3 y que para cualquier término se puede tomar la parte derecha.

El siguiente lema establece que los juicios de sı́ntesis y chequeo preservan la
relación v.

Lema 9. ∀ Γ, Γ′, t, T , T ′, η, σ

Γ′,T ′ v Γ,T ∧ Γ ` t
σ
⇐ T −→ ∃σ′ (Γ′ ` t

σ′

⇐ T ′ ∧ (Γ′,T ′)[σ′] v (Γ,T )[σ]) (1)

Γ′ v Γ ∧ Γ ` t
η
⇒ T −→ ∃η′,T ′ (Γ′ ` t

η′

⇒ T ′ ∧ Γ′[η′],T ′ v Γ[η],T ) (2)

Demostración. Simple inducción mutua sobre los juicios de tipado. �

Habiendo presentado todo esto, se repite a continuación el enunciado de la Com-
pletitud:

Teorema 3 (Completitud). ∀ Γ, t, T

Γ ` t : T ∧ SA(t) −→ ∃η,T ′ (Γ ` t
η
⇒ T ′ ∧ Γ[η],T ′ v Γ,T ) ∨ (1)

∃σ (Γ ` t
σ
⇐ T ∧ Γ,T ≡ (Γ,T )[σ]) (2)

Demostración. Se hace inducción sobre la derivación de Γ ` t : T . Si la última regla
aplicada fue:

ValD. Se tiene que
Γ ` e : A

Γ ` val e : A〈E〉

Como el término está suficientemente anotado, e tiene regla de sı́ntesis. Luego,
por hipótesis inductiva y Lema 8, existen η y A′ tales que

Γ ` e
η
⇒ A′ ∧ Γ[η], A′ v Γ, A

En consecuencia, por Val, Γ ` val e
η
⇒ A〈µ′〉.

Al ser µ′ fresca, Γ[η], A′〈µ′〉 v Γ, A〈E〉.

AppD. Se tiene
Γ ` e1 : A→ C Γ ` e2 : A

Γ ` e1 e2 : C

Como el término está suficientemente anotado, e1 tiene regla de sı́ntesis. Luego,
por hipótesis inductiva y Lema 8, existen η y A′ → C′ tales que

Γ ` e1
η
⇒ A′ → C′ ∧ Γ[η], A′ → C′ v Γ, A→ C

Por Lema 7 e hipótesis inductiva, existe σ tal que

Γ ` e2
σ
⇐ A ∧ Γ, A ≡ (Γ, A)[σ]
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Aplicando el Lema 9, se tiene que existe σ′ tal que

Γ[η] ` e2
σ′

⇐ A′ ∧ (Γ[η])[σ′] v Γ, A

Luego,

Γ ` e1 e2
ησ′

⇒ C′[σ′] ∧ Γ[ησ′],C′[σ′] v Γ,C

FunD. Se tiene
Γ, x : A ` c : C

Γ ` fun x 7→ c : A→ C

Por hipótesis inductiva y Lema 7, existe σ tal que

Γ, x : A ` c
σ
⇐ C ∧ Γ, x : A,C ≡ (Γ, x : A,C)[σ]

Luego, por Fun, se tiene

Γ ` fun x 7→ c
σ
⇐ A→ C ∧ Γ, A→ C ≡ (Γ, A→ C)[σ]

AnnoD. Se tiene
Γ ` t : T

Γ ` (t : T ) : T

Por hipótesis inductiva y Lema 7, existe σ tal que

Γ ` t
σ
⇐ T ∧ (Γ,T )[σ] ≡ Γ,T

Luego, por Anno, se alcanza

Γ ` t : T
σ
⇒ T [σ] ∧ (Γ,T )[σ] v Γ,T

Los casos restantes son triviales o siguen razonamientos análogos.
�

Finalmente, se enuncian dos lemas que establecen que todo término cuyo tipo
es sintetizable está suficientemente anotado y que la relación de evaluación preserva
esta propiedad.

Lema 10. ∀Γ, t,T , η (Γ ` t
η
⇒ T −→ SA(t))

Demostración. Simple inducción en la derivación de tipado. �

Lema 11. ∀t, t′ (SA(t) ∧ t t′ −→ SA(t′))

Demostración. Simple inducción sobre la relación de evaluación. �
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Conclusiones y trabajo futuro

Los modelos matemáticos de los efectos computacionales son fundamentales pa-
ra comprender y razonar sobre programas. Sin embargo, para que estos sean adopta-
dos masivamente, es necesario que sus presentaciones prácticas no introduzcan ba-
rreras que dificulten la construcción de programas a sus usuarios. Esto mismo es lo
que se busca con los sistemas basados en la teorı́a de efectos algebraicos, y en Alef
en particular.

Por esta razón, en esta tesina se presentó un lenguaje con efectos modulares que
permiten expresar programas impuros de manera reutilizable pero controlada, junto
a un sistema de efectos implementable descripto con un nivel de generalidad sufi-
ciente para permitir ser extendido sin mayores complicaciones. La extensibilidad del
sistema es resultado de que la variación introducida del mecanismo de tipado bidi-
reccional —que aumenta la expresividad de la técnica bidireccional— se expresa de
manera independiente del lenguaje y sus tipos.

La principal novedad del sistema bidireccional propuesto en esta tesina se en-
cuentra en las instanciaciones explı́citas presentes en los juicios. Estas instanciacio-
nes brindan mayor flexibilidad al tipado bidireccional y pueden ser usadas para llevar
información de distinta clase, de acuerdo a lo que se busque conseguir con el sistema
de tipado.

Haciendo uso de esta técnica se introdujo un sistema de efectos dirigido por sin-
taxis cercano conceptualmente a las ideas originales de la teorı́a categórica de efectos
algebraicos. Por consiguiente, se logró describir un sistema de efectos preciso, im-
plementable y con una semántica clara. En contraste con otros sistemas de efectos,
esta presentación permite una implementación directa, evitando la necesidad de in-
troducir mecanismos externos al formalismo. Este último hecho puede verse en la
implementación Haskell provista, donde las funciones que concretizan el tipado no
son más que una simple traducción de las reglas que lo definen.

Durante el diseño del sistema presentado, se formularon distintas variantes del
mismo. Las versiones iniciales resultaron demasiado simples, por lo que no lograban
capturar la información necesaria para expresar el flujo de los efectos.

Por todo lo anterior, se considera que se cumplieron en gran medida los objetivos
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establecidos en la propuesta de esta tesina. A pesar de que la necesidad de sintetizar
información de efectos obligó a complejizar el sistema un poco más que lo esperado,
este preserva la simplicidad conceptual buscada, en especial cuando se lo compara
con el resto de los sistemas existentes. Adicionalmente, fue este requerimiento lo que
condujo a la formulación de la nueva variante del tipado bidireccional previamente
mencionada, que es otro aporte de esta tesina.

7.1. Trabajo futuro

Como se mostró a lo largo de la tesina, la usabilidad de un sistema de efectos
depende en gran manera de la precisión de sus tipos. Es por esto que las principales
lı́neas de trabajo futuro conciernen maneras de aumentar esta última, generalmente
resolviendo problemas que provocan imprecisiones en el tipado.

Composición de handlers

Una fuente de imprecisión en los tipos surge de la manera en que se componen
los handlers en los cálculos basados en efectos algebraicos. Como se mostró en el
Código 5.15, la noción de composición de handler corresponde a:

with (h2 ◦ h1) handle c ::= with h2 handle (with h1 handle c)

El problema de esto es que, como los handlers son abiertos, esta forma de componer-
los hace que se capturen operaciones de c de más. En concreto, si los tipos de estos
últimos fueran:

h1 : nat〈Op1 | µ〉 →→ nat〈Op2 | µ〉

h2 : nat〈Op2 | µ〉 →→ nat〈µ〉

Entonces las invocaciones a la operación Op2 presentes en c serı́an capturadas e in-
terpretadas de igual manera que las llamadas por h1. En resumen, la composición de
estos handlers, en vez de tener el tipo esperado:

h2 ◦ h1 : nat〈Op1 | µ〉 →→ nat〈µ〉

serı́a de tipo:
h2 ◦ h1 : nat〈Op1, Op2 | µ〉 →→ nat〈µ〉

A este problema se lo conoce con el nombre polución [8] y cuenta con distintas
soluciones propuestas. Sin embargo, todas estas [8, 16, 4] se basan en introducir nue-
vas construcciones que permiten encapsular efectos de tal manera que estos puedan
“ignorar” el primer handler que los deberı́a manejar. Si bien estas son efectivas en
la práctica, ninguna aborda el problema desde sus fundamentos. Es por esto que se
considera también como trabajo futuro la tarea de definir una noción de composición
de handlers más precisa que permita evitar este problema.
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Instancias dinámicas de efectos

Como se detalló en el Capı́tulo 4, la razón por la cual la implementación actual de
Eff no cuenta con un sistema de efectos yace en la dificultad de capturar el comporta-
miento de las instancias dinámicas de efectos. Por consiguiente, otra lı́nea de trabajo
corresponde a intentar modelar estas últimas en Alef . De lograrlo, se mostrarı́a que
el sistema presentado en esta tesina puede ser extendido para el lenguaje Eff.

Extensiones

Puesto que Alef es un cálculo básico para experimentar con efectos algebraicos,
un importante área de trabajo futuro corresponde a integrar extensiones al enfoque
de efectos algebraicos, como scoped operations [22], al desarrollo de esta tesina.

Formalización

Otra tarea de trabajo futuro corresponde a la formalización del cálculo de Alef y
los resultados teóricos de esta tesina en un asistente de pruebas.
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págs. 19-35. issn: 1571-0661. doi: 10.1016/j.entcs.2015.12.003. url:
http://dx.doi.org/10.1016/j.entcs.2015.12.003.

[28] Matija Pretnar. “Inferring Algebraic Effects”. En: Logical Methods in Compu-
ter Science 10.3 (2014). Ed. por NeilEditor Jones. issn: 1860-5974. doi: 10.
2168/lmcs-10(3:21)2014. url: http://dx.doi.org/10.2168/LMCS-
10(3:21)2014.
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